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« Voici encore des arbres et je connais leur rugueux, de 'eau et j'éprouve sa
saveur. Ces parfums d’herbe et d’étoiles, la nuit, certains soirs ou le coeur se
détend, comment nierais-je ce monde dont j’éprouve la puissance et les forces?
Pourtant toute la science de cette terre ne me donnera rien qui puisse m’assurer
que ce monde est & moi. Vous me le décrivez et vous m’apprenez a le classer. Vous
énumérez ses lois et dans ma soif de savoir je consens qu’elles soient vraies. Vous
démontez son mécanisme et mon espoir s’accroit. Au terme dernier, vous
m’apprenez que cet univers prestigieux et bariolé se réduit a I’atome et que ’atome
lui-méme se réduit a I’électron. Tout ceci est bon et j’attends que vous continuiez.
Mais vous me parlez d’un invisible systéme planétaire ot des électrons gravitent
autour d’'un noyau. Vous m’expliquez ce monde avec une image. Je reconnais alors
que vous en étes venus a la poésie : je ne connaitrai jamais. Ai-je le temps de m’en
indigner 7 Vous avez déja changé de théorie. Ainsi cette science qui devait tout
m’apprendre finit dans ’hypothése, cette lucidité sombre dans la métaphore, cette
incertitude se résout en oeuvre d’art. Qu’avais-je besoin de tant d’efforts? Les
lignes douces de ces collines et la main du soir sur ce coeur agité m’en apprennent
bien plus. Je suis revenu & mon commencement. Je comprends que si je puis par la
science saisir les phénomeénes et les énumérer, je ne puis pour autant appréhender
le monde. Quand j’aurais suivi du doigt son relief tout entier, je n’en saurais pas
plus. Et vous me donnez a choisir entre une description qui est certaine, mais qui
ne m’apprend rien, et des hypothéses qui prétendent m’enseigner, mais qui ne sont
point certaines. Etranger & moi-méme et a ce monde, armé pour tout secours
d’une pensée qui se nie elle-méme dés qu’elle affirme, quelle est cette condition ou
je ne puis avoir la paix qu’en refusant de savoir et de vivre, o appétit de
conquéte se heurte a des murs qui défient ses assauts ? Vouloir, ¢’est susciter les
paradoxes. Tout est ordonné pour que prenne naissance cette paix empoisonnée
que donnent I'insouciance, le sommeil du coeur ou les renoncements mortels.
L’intelligence aussi me dit donc a sa maniére que ce monde est absurde. »

Albert Camus, Le mythe de Sisyphe.
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Introduction

Début 2016, une nouvelle a fait grand bruit dans la communauté scientifique et méme au
dela : le 15 septembre 2015 a 9:50:45, la toute premiére détection d’une onde gravitationnelle
fut enregistrée par les détecteurs de la collaboration LIGO [1]. Cette détection confirma défi-
nitivement 'existence de ces ondes, soutenant une fois de plus la robustesse de la théorie de la
gravitation développée par Albert Einstein. Cette onde gravitationnelle fut générée par la fusion
de deux trous noirs de 29 et 36 masses solaires, le trou noir final étant de 62 masses solaires. La
puissance libérée lors de cet événement surpassa pendant une fraction de seconde 'entiéreté de
la puissance lumineuse de I'univers observable, trois masses solaires étant rayonnées sous forme
d’ondes gravitationnelles.

Toutefois, malgré 'ampleur de ce phénoméne, l'effet de celui-ci une fois arrivé sur Terre est
assez ténu et sa détection n’est pas chose aisée. Preuve de cette difficulté, I’événement du 15
septembre fit méme I'objet du prix Nobel de physique en 2017, décerné a R. Weiss, B. C. Barish
et K. Thorne pour leurs contributions a I’élaboration des détecteurs LIGO et 'observation des
ondes gravitationnelles. Nous le verrons par la suite, les instruments permettant ces observations
sont parmi les plus précis jamais réalisés et leur confection demande la mise en commun de
savoirs venant de disciplines trés variées.

Tout comme I'observation astronomique de nouvelles fréquences d’ondes électromagnétiques
a systématiquement apporté de nouvelles informations sur I'univers, on en attend autant de
’astronomie & ondes gravitationnelles (voire plus car la nature de ces deux ondes est totalement
différente), pas seulement en astrophysique et en cosmologie mais aussi dans le cadre de la
physique fondamentale. En effet, les masses et les vitesses en jeu lors d’une génération d’ondes
gravitationnelles étant trés élevées, I'étude de la forme de ces ondes permet de tester la relativité
générale dans des régimes extrémes. Afin de pouvoir retirer une quelconque information de la
forme du signal recu par un détecteur, il faut pouvoir le comparer avec un modéle théorique.
Pour cela, de grands efforts de recherche sont entrepris dans la modélisation numérique des
ondes gravitationnelles et dans leur expression analytique.

Vu l'actualité briilante de I'astronomie & ondes gravitationnelles, ¢’est un domaine de re-
cherche en évolution constante. Ne fut-ce que parce que I'on vient de passer de la détection de
quelques événements par an & au moins un événement par semaine. Ceci grace aux modifica-
tions majeures apportées aux détecteurs qui ont permis d’améliorer leur précision et donc de
détecter des sources d’ondes gravitationnelles situées a des distances plus grandes. Remarquons
qu’'une augmentation de la distance de détection d d’un facteur 10 implique une fréquence de
détection 1000 fois supérieure car les sources se dispersent dans une sphére centrée sur la Terre
dont le volume évolue en d®. Une grande part de la recherche liée aux ondes gravitationnelles
vise donc & trouver des moyens pour améliorer cette précision de mesure afin d’augmenter le
nombre d’événements détectés.

Ce mémoire s’inscrit dans ce cadre et une grande partie de celui-ci sera consacrée a 1’étude
des détecteurs a ondes gravitationnelles et & leur optimisation. L’objectif principal de ce travail
est ainsi de donner une vue d’ensemble sur le fonctionnement de ces détecteurs et d’expliquer
comment il est possible avec ceux-ci de détecter une onde gravitationnelle. Nous nous intéres-
serons donc aux sources de bruit présentes dans I'instrument et plus particuliérement a 'une



d’entre elle : le bruit quantique. Ce dernier n’est pas propre aux détecteurs a ondes gravitation-
nelles et est présent dans une grande variété d’expériences. Celles-ci ont en commun que leur
niveau de précision est tel que les fluctuations dies a la nature fondamentalement probabiliste
de la mécanique quantique ont un impact non négligeable sur I'incertitude des valeurs mesurées.

Sans trop entrer dans les détails, le bruit quantique dans le cadre d’une mesure continue est
en fait la somme de deux bruits différents.

e Le premier, le bruit de mesure, est assez évident et résulte directement du caractére
aléatoire dans la valeur d’une observable mesurée.

e Le second s’appelle bruit de réaction (back-action noise en anglais) et résulte de la pertur-
bation aléatoire qu’une mesure induit sur le systéme physique observé. Dans le cas d’une
mesure unique, ce bruit n’a aucune influence sur le résultat. Cependant dans notre cas,
on cherche & mesurer en continu I'effet d’une onde gravitationnelle sur le systéme observé.
Si ce dernier est trop fortement perturbé par une premiére mesure, cela se ressentira sur
la mesure suivante.

Un probléme apparait alors car diminuer le bruit de mesure implique d’augmenter le bruit de
réaction et inversement. On se rend donc compte qu’il existe une précision de mesure optimale
qui permet d’égaler ces deux bruits et ainsi de minimiser le bruit quantique. Cette précision
optimale porte le nom de limite quantique standard.

L’étude du bruit quantique a longtemps été une curiosité théorique mais elle prend aujour-
d’hui une place de plus en plus importante dans la recherche expérimentale. En effet, malgré
son nom, la limite quantique standard n’est en fait pas une barriére fondamentale a la précision
d’une mesure et différentes techniques ont été développées afin de la dépasser. Une premiére
expérience a d’ailleurs été menée qui a permis d’effectivement observer un dépassement de
cette limite [2]. C’est un excellent signe puisque les méthodes permettant de dépasser la limite
quantique standard dans les détecteurs d’ondes gravitationnelles devraient prochainement étre
installées.

Dans le cadre de ce mémoire, nous serons donc amenés a déterminer quelle est 1'origine de
ces deux contributions au bruit quantique. Nous verrons quelle forme prend la limite quantique
standard et a quel point elle peut avoir un impact sur la précision de I'instrument. Enfin, nous
terminerons ce travail par la présentation des principales méthodes permettant de surpasser
cette limite développées dans le cadre spécifique des détecteurs & ondes gravitationnelles.

La structure de ce mémoire est la suivante. Le premier chapitre présentera les détecteurs
a ondes gravitationnelles de facon générale. Nous verrons comment I'amplitude d’une onde
gravitationnelle peut étre mesurée a 'aide de ceux-ci et comment cela fut possible expérimen-
talement. Pour cela, nous présenterons succinctement les différentes sources de bruit présents
dans ces instruments et décrirons les différents moyens ayant permis de les réduire.

Le deuxiéme chapitre traitera des motivations scientifiques relatives & la détection des ondes
gravitationnelles. Nous verrons comment il est possible de tester la relativité générale a ’aide de
la forme de ces ondes, de discuter de la nature des trous noirs ou encore de tirer des informations
des ondes gravitationnelles provenant d’une supernova.

Le troisiéme chapitre sera consacré a la quantification du champ électromagnétique et servira
principalement de support théorique aux deux derniers chapitres. Il sera principalement question
des formalismes a un et deux photons et des états quantiques de la lumiére.

Le quatriéme chapitre fera I'objet d’un traitement complet du bruit quantique dans un
détecteur & ondes gravitationnelles. Nous y dériverons I’expression de la limite quantique stan-
dard. Nous discuterons de celle-ci en profondeur afin que le lecteur ait une idée précise de son
origine et de ses implications quant a la précision de mesure de 'instrument.

Le cinquiéme et dernier chapitre aura pour but de présenter les principales méthodes déve-
loppées afin de surpasser la limite quantique standard, du moins théoriquement. Nous verrons
que celles-ci partagent toutes un point commun et nous expliciterons 'origine de ce dernier.



L’auteur de ce mémoire vous souhaite d’ors et déja une heureuse lecture!

THE GRAVITATIONAL. WAVE
DETECTOR WJORKS! FOR THE
FIRST TME, LUE CAN USTEN
IN ON THE SIGNALS CARRIED
BY RIPPLES IN THE. FABRIC
OF SPACE. ITSELF!

EVENF BLACK HOLE MERGER IN CARINA (30 My, 30Mo)

EVENT: ZORLAX THE. IGHTY \JOULD LIKE o CONNELT 0N LINKEDIN
EVENT? BLACK HDLE MERGER IN ORION (20 M, 50 M)
EVENT? MORTGAGE OFFER FROM TRANGULUM GALAXY'

EVENT: ZORUAX THEMIGHTY LJOULD LIKE T (ONNELT ON LNKEDIN
EVENT? MEET LONELY SINGLES IN THE LOCAL GROUP TONIGHT?

Source : https://www.xkcd.com/
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Chapitre 1

Les détecteurs d’ondes gravitationnelles

La détection des ondes gravitationnelles est ’achévement de plusieurs décennies de re-
cherches et d’expérimentations qui ont permis 1’élaboration des instruments parmi les plus
précis jamais construits. Ce premier chapitre va nous permettre de présenter ces détecteurs
et leur réponse au passage d’'une onde gravitationnelle. I’effet de ce passage étant ténu, nous
verrons ensuite les différentes techniques mises en oeuvre afin d’atteindre la précision requise
pour l'observation de ces ondes.

1.1 Comment détecter une onde gravitationnelle ?

L’instrument privilégié pour la détection d’ondes gravitationnelles, et que nous étudierons
donc par la suite, est I'interférométre Michelson utilisé la premiére fois dans 'expérience de
Michelson-Morley. Cette expérience permis de démontrer I'inexistence de I’éther et fut donc
crucial dans le développement de la relativité restreinte. Grace a la détection des ondes gravi-
tationnelles, I'interféromeétre s’avéere, en plus, tout aussi important dans le cadre de la relativité
générale! Précisons que le premier instrument employé pour la détection d’ondes gravitation-
nelles n’est pas 'interférométre mais la barre résonante, concept développé par Joseph Weber.
Cependant, ces barres n’ont pas permis de détection jusqu’a présent mais sont toujours déve-
loppées, par exemple AURIGA en Ttalie [3].

1.1.1 Description de l'interférométre Michelson

Un interférométre Michelson est un instrument expérimental composé de deux bras dans
lesquels circule une onde électromagnétique résultant de la séparation d’un faisceau laser sur
une lame séparatrice transparente, voir Figure 1.1. A la fin de chaque bras se trouve un miroir
permettant de réfléchir le faisceau et de le renvoyer sur la lame séparatrice. Les deux ondes
provenant de chaque bras se recombinent et on obtient ainsi des interférences qui dépendront
de la phase de chacune des ondes. Cet interférométre permet donc de convertir une variation
de la différence de longueur des deux bras en une différence de phase entre les deux ondes.
Cette différence de phase étant elle-méme transformée en une variation de luminosité aprés
interférence qui peut étre mesurée par photodétection.

Voyons cela plus en détail, en se référant a [4] et [5]. Précisons d’abord que dans le jargon de
linterférométrie, le port duquel provient le laser de l'interférométre est généralement nommé
le port symétrique et le port antisymétrique est celui qui récolte le signal aprés interférence au
niveau de la lame séparatrice. Ceci étant dit, considérons un champ électrique monochromatique
mis sous forme complexe et se propageant selon une certaine direction z

E(z,t) = Fye e'Foz—wot) (1.1)



ol Ey,€, kg et wy sont respectivement 'amplitude complexe, le vecteur polarisation, le nombre
d’onde et la pulsation du champ électrique. Le champ électrique réel provenant du laser est
obtenu en prenant la partie réelle de E.

Le premier composant optique que rencontre le laser est la lame séparatrice. En passant
par celle-ci, 'amplitude complexe Ej est divisée en une partie réfléchie et une partie transmise.
Cette lame divise la puissance du laser de maniére égale si les coefficients de réflexivité et de
transmissivité sont respectivement R = T = 1/2. Dans ce cas, les amplitudes complexes des
champs se propageant vers les miroirs sont données a la sortie de la lame par

E iE
0 E2 = _07
V2
ol le facteur ¢ tient compte du déphasage lors de la transmission. Si on note L,, et L., respecti-
vement les longueurs des bras nord et est, les champs parcourent une distance 2L,, et 2L, lors

de leur aller-retour dans les bras. Au moment de se recombiner sur la lame, ils ont ainsi chacun
acquis une certaine phase, les champs étant alors

(1.2)

Ey = =2 o2koln By = 120 2ikoLe (1.3)

V2 V2

Ceux-ci repassent par la lame et on obtient, aprés interférence, les champs finaux

Ey 2ikoLn 2ikoLe 1y 2ikoLn 2ikoLe
E5:7(€ Om _ g=t"0 ) EGZT(G 0% 40 ) (14)

Le champ F5 est celui qui repart vers le port symétrique, il ne nous intéresse donc pas ici.
Définissons les longueurs commune et différentielle des bras
L, + L.

L= :
2

0L =1L, — L, (1.5)
telles que 2L, = 2L + 6L et 2L, = 2L — §L. Ceci permet d’écrire
B L=, . =
Ee¢ = ZTO gZikol (eZkO‘SL + e_zkoéL) = i By e**l cos (koo L) . (1.6)

La puissance a la sortie du port antisymétrique est alors donnée par

2oL
P = |Eg|* = | Eo|? cos? (ko0 L) = | Ep|? cos? ( 7T ) : (1.7)

symmetric port

antisymmetric port

FIGURE 1.1 — Schéma d’un interférométre Michelson [5].



On remarque bien qu'un changement dans la longueur différentielle des bras va induire un
changement dans la puissance qui sera ensuite mesurée par un photodétecteur. De maniére
générale, le déphasage initial entre les bras est calibré afin que la puissance regue soit nulle en
I’absence de signal. On comprend alors que, par conservation de I’énergie, toute la puissance du
laser repart avec E5 au port symétrique. Nous verrons que ceci peut étre exploité afin d’améliorer
la précision de I'interférométre. Voyons a présent en quoi un tel dispositif est capable de détecter
une onde gravitationnelle.

1.1.2 Effet du passage d’une onde gravitationnelle

Examinons le cas spécifique ot 'on veut détecter une onde gravitationnelle avec un inter-
férométre. Considérons une onde gravitationnelle émise par une source quelconque. Lorsque
I'onde est assez ¢éloignée de sa source, la métrique de 'espace-temps g,, peut étre donnée par
la métrique de Minkowski 7, a laquelle on ajoute une légére perturbation h,, [6]

-1 0 0 O
0 1 00

G = My + Py =109 01 0 (1.8)
0O 0 01

Tout comme le potentiel électromagnétique, la forme de cette perturbation dépend du choix
d’une jauge, une transformation de jauge résultant en fait d’une transformation du systéme de
coordonnées. Considérons dans ce cas-ci ce que 'on appelle la jauge transverse de trace nulle,
autrement appelée jauge TT. Sous cette jauge, si on considére une onde gravitationnelle de
fréquence €2 qui se propage selon I'axe z, on peut mettre h,, sous la forme

00 0 0 0 0 0 0
P =10 h, —n, ol© =10 h(t) —h (1) 0 (1.9)
00 0 0 0 0 0 0

ou k = % On voit ici qu'une onde gravitationnelle a deux degrés de liberté et donc deux
polarisations données par h, et h, qu’on nomme respectivement polarisations paralléle et
croisée. Si on effectue une rotation d’un angle 6 des coordonnées du plan perpendiculaire a z,
les polarisations dans ce nouveau systéme de coordonnées seront |7]

h', = hy cos 260 + hy sin 26 (1.10)

h', = hy cos 20 — h. sin 26. (1.11)

On remarque que les polarisations paralléle et croisée sont interverties dans le cas d’une rotation
de 45°. Ceci contraste avec le cas des ondes électromagnétiques ou les deux états de polarisation
sont intervertis par une rotation de 90°.

La distance spatio-temporelle dans le cas du passage d’'une onde gravitationnelle dans le
systéme de coordonnées de la jauge TT est obtenu & partir de (1.9)

ds® = —2dt* + [1 + hy(t)]dz® + [1 — hy (t)]dy® + [1 + hy (t)]2dxdy + d2*. (1.12)

En placant les bras de l'interféromeétre selon les axes x et y, la distance spatio-temporelle qui
nous intéresse est donnée par

ds® = —c2dt* + [1 + ho(t)]da® + [1 — hy (t)]dy>. (1.13)



xT

.
o

FIGURE 1.2 — A gauche, représentation de I'effet d’'une onde gravitationnelle sur les bras d’un
interférométre Michelson & deux instants différents. A droite, représentation des lignes d’accé-
lération dies a la force de marée aux mémes instants [8|.
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Dans la jauge T'T, les positions des miroirs de 'interférométre sont invariantes. Par contre, les
longueurs de ses bras évoluent a cause du changement de la métrique au cours du temps. A
partir de 1a, on présente souvent l'effet d’une onde gravitationnelle sur 'interférométre comme
un changement dans la longueur différentielle des bras de 'instrument au cours du temps. En
effet, 'onde gravitationnelle oscillant au cours du temps, un bras est contracté et ’autre allongé
durant un certain temps et inversement une demi-longueur d’onde gravitationnelle plus tard
(voir Figure 1.2). Ce va-et-vient dans la longueur des bras justifie 'appelation de force de marée
souvent utilisée dans le cas des ondes gravitationnelles. Enfin, nous I'avons vu, un changement
dans la longueur différentielle des bras induit une modification de la puissance mesurée par les
photodétecteurs de I'instrument.

Toutefois, cette explication n’est physiquement pas trés satisfaisante et cela se vérifie par
le fait qu’une question émerge souvent lorsque ce développement est présenté. En effet, dans
le cadre de la cosmologie, on sait que 1’évolution de la métrique spatiale diie a ’expansion de
I'univers induit un décalage vers le rouge des ondes électromagnétiques. De maniére similaire, le
changement des distances induit par 'onde gravitationnelle devrait changer la longueur d’onde
du laser dans un bras. Mais alors, si le laser s’étend en méme temps que la cavité, comment
est-ce-que celui-ci peut rendre compte de son changement de longueur ? Pour élucider cela, il
faut regarder de plus prés le fonctionnement de 'interférométre lorsqu’une onde gravitationnelle
le traverse [9].

Imaginons la créte d’une onde électromagnétique venant du laser et qui arrive a la lame
séparatrice. Au niveau de cette derniére, 'onde est séparée en deux, un extremum partant vers le
bras nord et I’autre vers le bras est. Si aucune onde gravitationnelle ne traverse l'interférométre a
ce moment 1a, le chemin parcouru par les deux extremums sont les mémes. Ils retournent donc
sur la lame séparatrice au méme moment et l'interférence est donc maximale. Considérons
maitenant le cas ot une onde gravitationnelle traverse I'interférométre, les longueurs des bras
ainsi que la longueur d’onde du laser ne sont plus les mémes. Néanmoins, la vitesse de la lumiére
est invariante et l'altération de la métrique ne change rien au fait que les deux extremums
partent en méme temps de la lame séparatrice. Le changement de longueurs dans les bras
implique donc que le temps de ’aller-retour n’est pas le méme pour chaque extremum, et leur
arrivée sur la lame séparatrice ne se produit pas au méme moment. Un extremum n’arrive ainsi
plus en méme temps que 'autre et l'interférence des deux ondes s’en trouve modifiée! Pour
paraphraser Saulson dans son article |9] : « Peut-étre vaut-il mieux dire que nous utilisons le
laser comme horloge que de dire qu’on utilise sa lumiére comme régle ».

Au vu de ce qui a été dit ci-dessus, nous allons présenter un développement qui tient compte
du temps de parcours du laser dans chaque bras [10]. Dans le cas d’une onde lumineuse, la
distance spatio-temporelle est nulle, ds = 0, et donc vu (1.13), on a

Adt? = [14 hy(t)]de® + [1 — hy(t)]dy>. (1.14)



En considérant le bras dirigé selon ’axe x, I’équation précédente donne alors

C

X

1 1 A
=1 +hi(t)~ 1+§h+(t) = 1+§h+e_mt (1.15)

oll on s’est autorisé une approximation & la deuxiéme égalité car 'amplitude d’une onde gra-
vitationnelle est extrémement faible comparée a 'unité. Le temps de parcours du laser sortant
de la lame en ¢t = 0 dans ce bras est alors donné par

L 0
tw:/ dx—/
0 L

Le signe négatif dans le second membre tient compte du fait qu’au retour, la vitesse du laser
est dans lautre sens. En notant T'= L/c, le temps de ’aller dans le bras, on a
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Pour le bras dirigé selon I'axe y, I'expression du temps de parcours du laser, noté t,, ne différe
que d'un signe négatif sur 'amplitude de l'onde gravitationnelle. La différence de temps de
parcours entre les deux signaux partis en méme temps de la lame séparatrice est

2hy L _qp sin QT
— e —_—

At =t, —t, = . ar (1.18)
La différence de phase est ainsi donnée par
AQZ5 = woAt = Ck?oAt
o Sin QT
= hoh Le T SIHW (1.19)

oll wy et ko sont respectivement la fréquence et le nombre d’onde du laser. Le déphasage mesuré
est donné par la partie réelle de cette derniére expression. On voit bien que, en l'absence
d’onde gravitationnelle, ce déphasage sera nul tandis qu'une onde traversant l'interférométre
va imprimer un déphasage, lié & son amplitude h,. Précisons qu’il existe une autre facon
d’expliquer l'interaction entre une onde gravitationnelle et un interférométre. Celle-ci consiste
& directement regarder la conséquence du changement de la métrique de 1'espace-temps, di
a l'onde gravitationnelle, sur 'onde électromagnétique se propageant dans l'interférométre.
Comme le disent Blandford et Thorne dans [11], la différence entre ces deux méthodes est
similaire a celle entre les points de vue d’Heisenberg et de Schrodinger en mécanique quantique.
Ce sont deux formalismes différents qui rendent au final les mémes effets physiques. La seconde
méthode demande cependant de traiter le champ électromagnétique dans un espace courbe,
I’attirail physique et mathématique est donc plus élaboré. Un tel développement peut étre
trouvé dans [10].



1.2 L’interférométrie a ondes gravitationnelles

La toute premiére onde gravitationnelle détectée en 2015 avait une amplitude maximale
h = 1.0 x 1072 [1]. Ceci est évidémment trés faible et un simple interférométre Michelson
est bien incapable de mesurer un tel phénoméne. Il a donc fallu améliorer quelque peu la
configuration de base. Nous verrons dans cette section quelles ont été les améliorations majeures
qui ont permis de détecter la premiére onde gravitationnelle ainsi que les différentes sources de
bruit et comment on peut les gérer.

1.2.1 Améliorations de I'interférométre Michelson

On remarque, a partir de (1.7), qu’une fagon directe, quoique vite cotiteuse, d’améliorer la
précision d’un interférométre est d’augmenter la longueur des bras. Ainsi, les interférométres
Virgo et LIGO ont des bras d’une longueur respective de 3 et 4 kilométres. Le déplacement
relatif des miroirs est alors de 'ordre de §L ~ 10~ !®m, ce qui est approximativement le milliéme
de la taille d’'un proton! Une autre méthode pour augmenter artificiellement la longueur des
bras est de placer un miroir au début de chacune des cavités, juste aprés la lame séparatrice (voir
Figure 1.3). On créé ainsi ce que I'on appelle des cavités Fabry-Perot. L’onde électromagnétique
entrant dans cette cavité est réfléchie en moyenne plusieurs centaines de fois entre les deux
miroirs, allongeant ainsi substantiellement le parcours effectué par 'onde dans un bras. Afin
de maximiser le nombre d’aller-retours, les miroirs utilisés ont un coefficient de réflexivité trés
proche de 1, on obtient ce qu’on appelle une cavité Fabry-Perot de haute finesse.

Enfin, nous avions précisé ci-dessus que la puissance lumineuse circulant dans I'interféro-
métre revient au port symétrique avec le champ Es. Or vu (1.7), un autre moyen d’améliorer
la précision de l'interférométre est d’augmenter la puissance |Eg|* du faisceau arrivant sur la
lame séparatrice. Plutot que de laisser E5 partir vers le port symétrique, on rajoute alors un
miroir, que 'on nomme recycleur de puissance, afin de renvoyer ce champ vers la lame sépara-
trice. Ce sont ces modifications majeures qui ont permis la détection de la toute premiére onde
gravitationnelle. Ce n’est bien sir pas tout et des descriptions plus détaillées de LIGO et Virgo
peuvent étre trouvées dans [12, 13].
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FIGURE 1.3 — Configuration de I'interférométre LIGO lors de sa sixiéme phase de fonctionne-
ment [14].



1.2.2 Sources de bruit dans un interférométre

Dans cette section, nous allons décrire les différentes sources de bruit qui peuvent apparaitre
de maniére générale dans un interférométre Michelson (voir Figure 1.4). Pour le lecteur intéressé,
on peut trouver dans [14| une description des bruits spécifiques qui sont apparus durant la
sixiéme phase de fonctionnement de LIGO. Le but ici n’est pas de fournir une description
exhaustive de ceux-ci mais de se donner une idée des autres bruits qui peuvent exister en dehors
du bruit qui nous intéressera par la suite, le bruit quantique. L’origine et les conséquences de
ce dernier seront plus longuement explicitées au quatriéme chapitre.

Afin de quantifier les bruits d’un interférométre, on étudie leur impact sur la sensibilité du
détecteur. Cette sensibilité, souvent notée h(S2), est définie comme 'amplitude minimale d’une
onde gravitationnelle de fréquence () que l'interférométre est capable de détecter. Nous verrons,
dans le cas du bruit quantique, comment cette quantité peut étre déterminée.

Bruit sismique

Le but d’un interférométre est de déterminer avec précision la longueur de ses bras. Le plus
souvent, c’est au travers d’une perturbation dans la position des miroirs qu’un bruit va impré-
gner une mesure. C’est le cas du bruit dit sismique. Celui-ci constitue ’ensemble des vibrations
du sol qui vont se transmettre aux miroirs a travers la structure de I'interféromeétre. Il est a la
fois d’origine naturelle et humaine, a travers le passage de camions, de travaux de construction
proches, etc. Ces vibrations diminuent fortement a haute fréquence ot le bruit sismique devient
négligeable. Cependant, ce bruit limite fortement les mesures a basses fréquences, autour de
quelques Hertz. C’est la raison principale & la mise en place du projet LISA. Celui-ci consiste
en 'envoi de plusieurs satellites afin de former un interféromeétre dans 'espace [15].

Afin de réduire ce bruit sur Terre, on suspend les miroirs & des fils afin d’obtenir une suc-
cession de pendules. Ceci permet de fortement réduire la réponse aux vibrations de fréquences
supérieures a la fréquence naturelle du dispositif [7]. De plus, on utilise des miroirs ayant une
masse élevée afin qu’ils aient une inertie importante. A cela, on ajoute des systémes de suspen-
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=== (C0ating Brownian
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FIGURE 1.4 — Sensibilité (strain en anglais) de Advanced LIGO & une puissance laser de 125

W. Chaque courbe représente 'amplitude d’une certaine source de bruit selon la fréquence du
signal [16].
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FIGURE 1.5 — Le Superatténuateur de l'interférométre Virgo [17].

sion, le but étant de réduire les vibrations sur un maximum de dégrés de liberté. Les détecteurs
LIGO utilisent une suspension active, des senseurs déterminent en continu le déplacement et
Iaccélération des miroirs diis au bruit sismique. Un ensemble d’actuateurs hydrauliques et élec-
tromagnétiques suppriment ensuite ces déplacements [18]. Le détecteur Virgo utilise quant & lui
une suspension passive [19]. Une chaine de filtres mécaniques composée d’une suite de pendule
et d’atténuateurs permet de réduire les vibrations avant qu’elles n’atteignent le miroir, voir
Figure 1.5.

Gradient de gravité

Le gradient de gravité, aussi appelé bruit newtonien, est formé par I’ensemble des variations
de gravité dans 'environnement de l'interférométre. Ce bruit provient de l'interaction directe
entre les miroirs et les mouvements des masses aux alentours, un systéme de suspension n’est
donc d’aucune utilité ici. Les ondes sismiques et les variations de pression et de température
de I'atmosphére sont les principales causes de ce bruit. Il n’est significatif qu’a faible fréquence
et est trés souvent associé avec le bruit sismique.

Pour lutter contre le bruit newtonien, il est prévu de placer des séismométres et des micro-
phones afin qu’a partir de leurs mesures, on puisse modéliser les fluctuations de gravité aux
alentours de 'interférométre. Il est alors possible de retirer ce bruit du signal mesuré. A coté de
ca, des études sont effectuées afin de trouver des emplacements pour les futurs interférométres
ol les bruits sismique et newtonien sont réduits. Cela passe aussi par la mise sous terre de ces
détecteurs, les téléscopes Einstein et KAGRA devraient étre enfouis a une centaine de métres,
14 ol ces deux bruits sont affaiblis. Une introduction exhaustive au bruit di & un gradient de
gravité peut étre trouvée dans |20].

Bruit thermique

Sous le nom de bruit thermique se cache plusieurs phénomeénes liés 4 la température et aux
gradients de température présents dans les éléments de l'interférométre. En effet, une partie de
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la puissance du laser est absorbée par les miroirs, en dépit de leur haute qualité, entrainant leur
échauffement. Les gradients de température ainsi créés induisent, entre autres, des tensions dans
les miroirs et des modifications locales dans 'indice de réfraction [21]. Tout ceci change la fagon
dont l'onde électromagnétique réagit sur le miroir et créé ce que 'on appelle des abérations
dans le faisceau laser. De plus, la température du miroir va influer sur le mouvement brownien
de ses molécules, ce mouvement entrainant un changement dans la longueur des bras. Cela
peut paraitre négligeable mais vu les niveaux de précision nécessaires, le bruit thermique est
actuellement le bruit limitant les mesures autour de 100 Hz.

Une méthode directe qui peut étre mise en place afin de réduire le mouvement brownien
est d’introduire un systéme de refroidissement qui permettrait de baisser la température des
miroirs & 10 K. Cependant, & une telle température, le rayonnement du corps noir ne suffit plus
a évacuer la chaleur déposée par le laser [17]. Une solution est d’augmenter la section des fils
soutenant les miroirs afin d’évacuer la chaleur par ceux-ci mais il ne faut pas que cela se fasse au
détriment d’une augmentation du bruit sismique. Nous voyons donc ici qu'une réduction d’une
source de bruit peut entrainer I’augmentation d’une autre, d’ou I'importance d’aussi considérer
linterféromeétre dans son ensemble et non composante par composante! Pour terminer sur le
bruit thermique, afin d’atténuer les gradients de température, les téléscopes Virgo et LIGO ont
mis en place des lasers a CO2 afin de chauffer le bord des miroirs et ainsi réduire la différence de
température avec la partie centrale de ceux-ci [22]. De méme, d’autres matériaux peuvent étre
utilisés pour les miroirs afin de réduire I’absorption de photons [23] ou encore utiliser d’autres
géométries du champ laser qui permettraient une augmentation de température plus uniforme
[21].

Bruit quantique

Le bruit quantique est composé de deux bruits différents mais qui ont la méme origine. Le
premier bruit quantique est appelé bruit de pression de radiation et provient des fluctuations de
la pression de radiation s’exercant sur les miroirs de I'interférométre. Leurs positions changent
ainsi de maniére aléatoire et le trajet du champ électromagnétique dans chaque bras s’en trouve
donc modifié. Le second est appelé bruit de grenaille et trouve son origine dans I'irrégularité de
I’arrivée des photons sur un photodétecteur. Ceci induit une variation dans I'intensité mesurée,
alors méme que, comme nous ’avons vu, c’est une telle variation qui devrait trahir la présence
d’une onde gravitationnelle.

Les fluctuations dans la pression de radiation et l'irrégularité de ’arrivée des photons ré-
sultent tous deux de la nature profondémment probabiliste de la mécanique quantique, d’ou le
nom de bruit quantique. Ce bruit ayant une origine liée aux sciences physiques, nous allons le
présenter dans la suite de maniére plus approfondie. Nous calculerons I'ampleur de ce bruit sur
la précision de mesure et nous verrons que bruit de pression de radiation et bruit de grenaille
ne se comportent pas de la méme maniére par rapport a 'intensité lumineuse et la fréquence de
I'onde gravitationnelle. De plus, ils induisent ensemble ce que 'on appelle la limite quantique
standard qui est une limite générale a la précision de mesure d’une variable physique. Dans le
cadre de I'interférométrie, nous expliciterons plusieurs techniques permettant de dépasser cette
limite qui sont actuellement a I’étude ou implémentées dans les interféromeétres existants.

La réduction du bruit quantique est cruciale pour ’amélioration des futurs interféromeétres.
En effet, des avancées substantielles sont attendues quant au bruit thermique. Nous pouvons
donc voir sur la Figure 1.4 que le bruit quantique sera le bruit limitant sur une trés large
gamme de fréquences. Celui-ci empéchera ainsi la détection d’ondes gravitationnelles d’am-
plitudes moindres et réduira le nombre d’événements détectés, ralentissant du méme coup la
collecte de données liées a ’astronomie par onde gravitationnelle.
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Chapitre 2

Les sources d’ondes gravitationnelles

Avant de passer dans le monde quantique, il semble important de motiver la détection des
ondes gravitationnelles et donc la raison de ce mémoire. En plus de confirmer 'une des pré-
dictions majeures de la relativité générale d’Einstein, ces ondes permettent d’étudier un grand
ensemble de phénoménes difficilement accessibles a I'aide du rayonnement électromagnétique.
De plus, avec l’essor actuel de l’astronomie par neutrinos, un méme événement pourra étre
étudié tout a la fois & 'aide des ondes électromagnétiques et gravitationnelles, des neutrinos
et des rayonnements cosmiques |24]. Chacun de ces messagers apportant des informations dif-
férentes, on s’attend a pouvoir étudier les nombreux phénoménes prenant place dans I'univers
sous toutes leurs coutures. Ainsi, des informations inédites seront glanées qui seront utiles tant
pour la physique fondamentale que pour I'astrophysique et la cosmologie.

La premiére preuve expérimentale de I'existence des ondes gravitationnelles est diie & Rus-
sel Hulse et Joseph Taylor en 1975 [25]. Cette découverte résulte de I’étude du systéme PSR
B19134-16 constitué d’un pulsar et d’une étoile a neutron en rotation I'un autour de I'autre. La
théorie de la relativité générale prédit que dans un tel cas, le systéme émet des ondes gravita-
tionnelles et perd donc de I’énergie au fil du temps, cette perte devant résulter en une diminution
de la période de 'orbite du systéme. C’est effectivement ce qui a été observé et, de plus, on
constate un excellent accord avec la théorie post-newtonienne des ondes gravitationnelles.

Cette premiére découverte a conforté la communauté scientifique quant a I'importance de
la recherche d’une détection directe d’ondes gravitationnelles, pour le résultat que 1’on connait
aujourd’hui! Il y a cependant une importante différence entre la découverte de Hulse et Taylor
et les détections actuelles. Le systéme PSR B1913+16 est dans des conditions de champ gra-
vitationnel et de vitesse faibles tandis que les systémes découverts récemment sont dans des
conditions de champ fort et a vitesse élevée. Ces derniers sont ainsi de véritables laboratoires
naturels permettant de tester la relativité générale dans des conditions extrémes. De plus, préci-
sons que I’hypothétique matiére noire interagit trés peu avec le champ électromagnétique alors
qu’elle représente 27% de la masse de 'univers. Les ondes gravitationnelles seront donc trés
probablement une source d’informations quant a toute cette partie de I'univers.

La forme et la fréquence d’une onde gravitationnelle dépend trés fortement du systéme
physique produisant 'onde, ce que I'on appelle la source. Typiquement, pour un corps massif
seul, la fréquence d’une onde gravitationnelle générée par celui-ci sera proportionnelle & sa

fréquence propre donnée par [7]
Q
f= o~ Vv Gp/ar (2.1)

otl p est la densité moyenne du corps. La quantité 2 est la pulsation de I'onde, par abus de
language (que I'on adopte pour la suite) on parle souvent de {2 comme étant la fréquence de
londe gravitationnelle. De maniére générale, on a

3M
47 R3

p= (2.2)
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ou M et R sont la masse et le rayon caractéristique de la source. Par exemple, pour une étoile
a neutron, on peut avoir M = 2,8.103%kg = 1,4M, (M, correspond a une masse solaire)
et R = 10 km, ce qui donne Q2 = 27 x 300 Hz. Pour un trou noir stellaire, on peut avoir
M = 10Mg et R = 30 km, ce qui donne 2 = 27 x 160 Hz. Pour des trous noirs supermassifs,
on peut descendre autour de 'ordre du mHz. La fréquence des sources est importante pour la
détection car chaque détecteur n’est pas sensible & toutes les fréquences de la méme maniére.
L’interférométre Virgo serait ainsi bien incapable de détecter une onde d’une fréquence de
quelques mHz alors que nous avons vu que LISA, qui devrait étre opérationnel en 2034, est
spécialement concu pour des détections a faibles fréquences.

Dans ce chapitre, nous allons expliciter quelque peu les différentes informations que ’on
peut tirer de la détection d’une onde gravitationnelle. Autrement dit, & quoi sert une telle
détection 7 Nous nous concentrerons principalement sur les résultats possibles au niveau de la
physique fondamentale. Notons qu’une certaine source d’ondes gravitationnelles ne permet pas
d’obtenir les mémes informations qu’une autre. Nous nous concentrerons principalement sur
le seul type de sources d’ondes gravitationnelles observées jusqu’a aujourd’hui. Toutefois, nous
donnerons aussi un exemple de source probable afin de montrer plus largement la diversité des
informations qu'une onde gravitationnelle peut apporter.

2.1 Pourquoi vouloir détecter des ondes gravitationnelles 7

Comme annoncé, voyons quels sont les résultats expérimentaux qui peuvent étre extraits
de la détection d’une onde gravitationnelle venant d’une certaine source. Cette introduction ne
sera pas exhaustive, nous renvoyons donc le lecteur a la littérature pour plus d’informations,
par exemple [7, 17, 26-32|. Notons au passage que, contrairement aux ondes électromagnétiques
qui peuvent étre générées par un moment dipolaire oscillant de charges positives et négatives, la
conservation de la quantité de mouvement implique qu’une onde gravitationnelle n’est générée
qu’a partir d'un moment quadrupolaire [7]. Il ne faut donc pas s’attendre a avoir une génération
d’ondes gravitationnelles a partir d’un mouvement de masses a symétrie sphérique, par exemple.

2.1.1 La coalescence d’un systéme binaire

Toutes les détections d’ondes gravitationnelles qui ont été possibles jusqu’a présent pro-
viennent de la coalescence de deux corps massifs. A cette heure, 11 détections ont été publiées
depuis 2015 ', une description de toutes celles-ci étant donnée dans [33]. Lors d’une coalescence,
les deux corps impliqués peuvent principalement étre soit des trous noirs, soit des étoiles a neu-
trons, la majorité des fusions sont donc entre deux trous noirs, entre deux étoiles a neutron et
entre trou noir et étoile & neutron.

Ce type d’événements est généralement séparé en trois phases : la phase de rotation, la
fusion et 'amortissement (voir Figure 2.1). Dans la premiére phase de rotation, qui peut durer
plusieurs millions d’années, les deux corps orbitent 'un autour de 'autre. Ce mouvement de
masse génére des ondes gravitationnelles, le systéme perd ainsi de I’énergie et la période et le
rayon de l'orbite diminuent au fil du temps. Dans cette phase, les méthodes d’approximations
post-newtoniennes sont valables car le champ de gravitation n’est pas encore trop puissant. Ces

1. Le 1¢" avril 2019, les interféromeétres LIGO et Virgo, avec une configuration améliorée, ont commencé
une nouvelle phase d’observation. A ce jour, le 29 mai, 9 nouvelles coalescences de trous noirs et 3 d’étoiles a
neutrons ont été détectées au minimum (la nature de certaines détections n’est pas stire). Ceci semble confirmer
les modeéles prédisant, ’observation d’au moins une coalescence de trous noirs par semaine et une coalescence
d’étoiles & neutrons par mois dans le cas de cette campagne qui devrait durer un an. De plus, un candidat
pour une coalescence d’un trou noir et d’une étoile & neutron a été enregistré. Une base de données publique
regroupant ces nouvelles observations et les prochaines est disponible a ’adresse https://gracedb.ligo.org/.

14


https://gracedb.ligo.org/

méthodes consistent en un développement en série en puissance de v/c, v étant la vitesse des
corps et ¢ la vitesse de la lumiére dans le vide. Ceci permet de calculer les corrections relativistes
a la loi de gravitation de Newton et d’obtenir des solutions analytiques pour la forme des
ondes générées par un systéme binaire [34]. A partir d’un calcul quasi-newtonien, on peut déja
déterminer une approximation de la fréquence et de 'amplitude d’une onde gravitationnelle
générée dans un systéme binaire [26]

fly= Lo (2 )1 (2.3)
Y G M pirp (tp —t)3/8 ‘

1 (5G2M5 N\
— cnr 2.4
wlt) r<t>( ) &, D1 (24)

ol G est la constante gravitationnelle, ¢; le temps au moment de la fusion et r(¢) la distance
entre les deux corps. De plus, on a le paramétre

(M1M2)3/5

Mc Y o ———— T
hirp (M1+M2)1/5

(2.5)

ou M; et M sont les masses de chaque corps. On remarque que la fréquence augmente au cours
du temps et 'amplitude de 'onde augmente au fur et & mesure que 'orbite se contracte, ce
qui est bien le comportement observé. Toutefois, cette formule ne permet pas de séparer les
masses de chaque corps mais un développement a des ordres supérieurs permet d’obtenir plus
d’informations sur les paramétres de cette phase, dont M; et M, séparément. Remarquons que

Inspiral Merger Ring-
down

é/ /0 é 9 ¢O

10—21)

—

Strain

"I — Numerical relativity

Reconstructed (template)
i } | |

0.30 0.35 0.40 0.45
Time (s)

FIGURE 2.1 — Forme du signal d’une onde gravitationnelle provenant de la coalescence de
deux trous noirs, obtenue a ’aide de modélisations numériques. On remarque ’augmentation
de la fréquence et de 'amplitude de 'onde au cours du temps jusqu’a la phase de fusion. Le
phénoméne atteint alors son intensité maximale et le systéme se stabilise ensuite durant la
phase d’amortissement [1].
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FIGURE 2.2 — Au dessus, le signal observé par les détecteurs LIGO d’Hanford et de Livingstone
lors de I'événement GW150914. L’onde passe en 0,2 s de 35 Hz a 150 Hz, atteignant alors
son amplitude maximale. Au milieu, on fait correspondre au mieux le signal avec une onde
gravitationnelle modélisée numériquement & partir des équations d’Einstein dans le vide. En
dessous, on représente la différence entre le signal et 'onde modélisée [1].

laugmentation de la fréquence au cours du temps, reliée au fait que ces fréquences se trouvent
dans le spectre sonore, ont donné le nom de gazouillement (chirp en anglais) au signal résultant
de ces coalescences.

La phase de rotation se termine par la fusion de chacun des corps, I'amplitude et la fréquence
des ondes gravitationnelles émises étant alors maximales. Des effets relativistes trés importants
sont présents lors de cette deuxiéme phase et les approximations post-newtoniennes ne suffisent
plus. Des méthodes de modélisation numérique ont donc été développées afin de pouvoir déter-
miner les paramétres lors de cette phase (ainsi que lors des deux autres) en faisant correspondre
le signal obtenu et un modéle numérique d’onde gravitationnelle. On peut voir cela sur la Figure
2.2 dans le cas de la toute premiére détection d’onde gravitationnelle GW150914 2.

Enfin, dans la phase d’amortissement (ringdown en anglais), les asymeétries résultantes de
la fusion continuent de générer des ondes gravitationnelles. Le systéme perd ainsi de 1’énergie
jusqu’a se stabiliser dans sa forme finale. Les champs gravifiques sont moins importants que
lors de la fusion et des méthodes analytiques sont ainsi réutilisables afin de déterminer les
parameétres de cette phase.

Voyons quelques exemples de tests expérimentaux réalisables et réalisés a partir de tels
évenements. Les principaux résultats actuels sont des tests de la relativité générale que 1’on
peut retrouver dans [28,29]. Ceux-ci permettent de vérifier si la relativité générale est toujours
d’application dans le cas des champs gravitationnels forts présents dans les coalescences. Brisons
le suspens, jusqu’a présent aucune mesure n’est en désaccord avec les prédictions de la théorie
de la gravitation d’Einstein. Cependant, les contraintes imposées aux théories alternatives a la

2. La détection d’onde gravitationnelle est nommée comme suit. D’abord GW pour signifier I’objet observé,
dans notre cas une onde gravitationnelle (gravitational wave en anglais). Ensuite, on précise ’année, le mois et
le jour. L’événement GW150914 est donc la détection d’une onde gravitationnelle le 14 septembre 2015.
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relativité générale ont déja permis de mettre certaines d’entre elles en grande difficulté. Enfin,
la coalescence de corps massifs peut aussi nous apporter des informations utiles dans le cas de
I’astrophysique ou de la cosmologie.

Propriétés d’une onde gravitationnelle

La relativité générale impose certaines contraintes aux ondes gravitationnelles. Elle prédit
ainsi que ces ondes sont dotées de deux états de polarisation distincts et se propagent a la méme
vitesse que la lumiére. Ceci n’est pas trivial, d’autres théories de la gravitation prédisent par
exemple des polarisations supplémentaires ainsi qu’une vitesse en deca de celle de la lumiére. La
détection d’ondes gravitationnelles par coalescence est une méthode qui permet naturellement
I’étude de ces propriétés en imposant des limites expérimentales sur celles-ci.

Commencons par les états de polarisation d’une onde gravitationnelle. L’existence, par
exemple, d'un graviton qui serait massif impliquerait non seulement les deux états de pola-
risation d’hélicités +2 de la relativité générale mais aussi trois autres états d’hélicités +1 et
0 [32]. Expérimentalement, ces polarisations n’induisent pas les mémes effets sur un interféro-
métre & ondes gravitationnelles. En toute généralité, le signal d’un détecteur sera donné par

h(t) = Fha(t) (2.6)
A

ot hu(t) est Pamplitude de I'onde gravitationnelle dans I'état de polarisation A et F4 est
la fonction déterminant la réponse du détecteur a I'état de polarisation A. En comparant la
réponse de différents interférométres & une onde gravitationnelle, il est possible & I'aide d’une
observation de déterminer ’état général de polarisation de cette onde. On peut ainsi déterminer
si oui ou non d’autres états que ceux prédit par la relativité générale existent. Cependant, afin de
bien différencier les différentes polarisations, il est nécessaire d’avoir plusieurs interférométres
d’orientations différentes opérationnels en méme temps. Les mesures effectuées a I'aide des
coalescences de trous noirs semblent indiquer une préférence pour la seule existence des états
d’hélicités +2, conformément a la relativité générale, bien que celles-ci ne permettent pas encore
de conclure définitivement [28].

Enfin, intéressons-nous a la vitesse de propagation des ondes gravitationnelles. La détection
d’une coalescence de deux étoiles & neutrons est un événement tout indiqué pour déterminer
cette vitesse. En effet, un tel phénomeéne émet a la fois des ondes gravitationnelles et des ondes
électromagnétiques, ce qui n’est pas le cas lors d’une coalescence de trous noirs. A 'aide de ces
deux émissions et de leur différence d’arrivée sur Terre, il est possible de comparer la vitesse de
propagation des ondes lumineuse et gravitationnelle.

L’événement GW170817 a été confirmé comme étant une telle coalescence d’étoiles a neu-
trons, cette détection ayant été suivie de l'observation d’un sursaut gamma en un temps
At = (41,7 £ 0,05) secondes plus tard [35]. En notant Av = vy, — ¢ la différence de vi-
tesse entre onde gravitationnelle et onde lumineuse et en considérant que le pic d’intensité de
I’onde gravitationnelle coincide avec I’émission des premiers photons, il est possible a partir de
At de poser une limite supérieure & Av. Enfin, si on considére que le sursaut gamma a été émis
10 s aprés l'intensité maximale de I'onde gravitationnelle, on peut obtenir une limite inférieure
a Awv. Ces deux limites ont été déterminées dans le cas de GW170817, on a obtenu [35]

91075 < 2% <y 10710, (2.7)
C

Pour 'instant, la principale incertitude liée a cette mesure est le temps auquel est émis le sur-
saut gamma par rapport a ’onde gravitationnelle. Dans notre cas, on a pris 10 s mais d’autres
scénarios peuvent donner des temps entre -100 et 1000 secondes. Heureusement, d’autres dé-
tections permettraient de mieux déterminer cette différence de temps d’émissions et donc de
contraindre plus précisément Awv.

17



Test du principe d’équivalence

Le principe d’équivalence, qui est a la base de la théorie de la relativité générale, implique
que tout objet réagit exactement de la méme maniére aux variations de la métrique de ’espace-
temps. En utilisant ’effet Shapiro dans le cas d’une double génération d’ondes gravitationnelle et
électromagnétique lors d’une coalescence, il est possible de vérifier si ces deux champs réagissent
de la méme maniére aux potentiels gravifiques qu’ils vont croiser durant leur propagation dans
I'espace. En effet, sous I'effet d’un potentiel gravitationnel ¢(r), la dilatation du temps va
induire un delai dans le parcours d’une onde qui sera donné par [35]

5t = 1 ! / d(r)dr (2.8)

C

ol I'on integre sur tout le chemin de 1'onde, depuis la position de I’émission r. a la position
de 'observation r,. Le paramétre v permet de déterminer 'influence d’un potentiel gravifique
sur 'onde qui se propage. Dans le cas de la relativité générale, ce parameétre est égal a 'unité
pour une onde gravitationnelle ou une onde électromagnétique, autrement dit yaw = Ypym =
1. Des mesures de la sonde Cassini passant prés du soleil ont permis d’avoir pour les ondes
électromagnétiques [36]

Yem =1+ (2,1£2,3) x 107°. (2.9)

A nouveau, en comparant la différence de temps d’arrivée entre onde gravitationnelle et onde
électromagnétique et en utilisant les mémes différences de temps d’émission qui ont permis
d’obtenir (2.7), 'événement GW170817 donne les contraintes suivantes [35]

—2,6x107" <yew —vem < 1,2 x 1075, (2.10)

Aucune déviation significative a la relativité générale n’est donc observée. Par contre, certains
modéles comme TeVeS introduits afin d’expliquer la matiére noire et qui font partie des théories
plus générales découlant de MOND (Modified Newtonian Dynamics) ont été mises hors jeu
par cette mesure de vow — Yenm- En effet, dans ces modéles, les ondes gravitationnelle et
électromagnétique ne se couplent pas aux mémes métriques. Une onde gravitationnelle suit
ainsi la métrique déterminée par la matiére baryonique alors qu’une onde électromagnétique
suit la métrique déterminée a la fois par la matiére baryonique mais aussi par la matiére noire.
Le delai subit par la lumiére doit donc étre bien plus important que celui subit par ’onde
gravitationnelle. Tl a ainsi été déterminé que dans le cas de GW170817, la lumiére aurait di
mettre 400£90 jours de plus pour arriver sur Terre que 1'onde gravitationnelle [37]. Clairement,
méme en considérant les différences de temps d’émission les plus élevées, ces modéles ne sont
plus viables.

Nature d’un trou noir

La coalescence d'un systéme binaire permet d’étudier les trous noirs d’'une fagon inédite.
Précisons-le, ’événement GW150914 est la premiére détection directe d’un trou noir et est
donc la premiére expérience confirmant définitivement l’existence de ces objets! Le principal
théoréme permettant de contraindre la nature d’un trou noir est le théoréme d’unicité. Celui-ci
stipule que les seuls trous noirs existant sont les trous noirs de Kerr qui sont décrits par la
métrique du méme nom. Dans ce cas, le trou noir est complétement déterminé par sa masse
et son moment cinétique. Toutefois, plusieurs hypothéses doivent étre considérées pour obtenir
ce théoréeme et l'observation d’ondes gravitationnelles pourrait donc apporter des résultats
inattendus [17].

Une facon de vérifier ce théoréme est d’étudier ce que 'on appelle les modes quasi-normaux
(quasi-normal modes en anglais, abrégé en QNM) de la phase d’amortissement d’une coales-
cence. En effet, aprés la fusion de deux trous noirs, de fortes asymétries existent toujours dans
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le corps final et des ondes gravitationnelles sont donc émises. Dans le cas des trous noirs de
Kerr, ces ondes sont émises dans certains modes uniquement déterminés par les masses et les
moments cinétiques des trous noirs initiaux. Chacun de ces modes est paramétré par trois
nombres entiers (n, [, m), le mode fondamental d’un trou noir de Kerr étant celui pour lequel
n =0 et | =m = 2. Pour ce mode particulier, 'amplitude de ’onde gravitationnelle dans I’état
de polarisation h, est donnée par [32, 38|

hy(t) = Ae™t/™22 cog(wige(t — tf) + B) (2.11)

oll woe est la fréquence du mode, 7y est le temps d’amortissement et pour rappel t; est
le moment auquel les deux trous noirs fusionnent. Ainsi, en comparant le signal de la phase
d’amortissement avec ce modéle, on peut déterminer si le trou noir formé est bien un trou noir
de Kerr.

La difficulté principale de ce test réside dans la détermination du temps auquel la phase
d’amortissement a commencé. On comprend en regardant la Figure 2.2 qu’il n’est pas si simple
de savoir exactement quand finit la fusion et quand commence I'amortissement. On a alors
utilisé plusieurs temps différents de départ. En notant ¢y = t; + At le temps a partir duquel la
phase d’amortissement s’est amorcée, on peut changer celui-ci en choisissant différents At. Le
résultat pour 'événement GW150914 est présenté sur la Figure 2.3. On remarque qu’autour de
At égale a 3 et 5 ms, le modéle est en accord avec les mesures.
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FIGURE 2.3 — En noir, la zone représente les différentes valeurs possibles pour 7o et woos
obtenues grace au signal de 'onde gravitationnelle. En couleurs, les zones donnent ces mémes
paramétres obtenus a 'aide de I'équation (2.11) pour différents choix de At [38].

De plus, ces mémes observations sur la phase d’amortissement permettraient aussi de tes-
ter I’hypothése de censure cosmique : une singularité gravitationnelle dans I’espace-temps est
toujours incluse dans un horizon des événements. Cette hypothése provient simplement du fait
que 'on préfére qu’une singularité n’ait aucune conséquence sur le reste de 'univers, il n’y a
cependant aucune démonstration a cela. Si cette hypothése s’avére fausse, alors il existerait
ce que l'on appelle des singularités nues. Nous voyons donc que 'observation d’ondes gravita-
tionnelles pourrait révéler 'existence d’objets exotiques différant quelque peu d’un trou noir.
L’événement GW150914 ne permet pas de confirmer ou d’infirmer I’hypothése de censure cos-
mique. En effet, 'application des contraintes obtenues sur les modéles de trou noir de Kerr ou
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de gravastar, par exemple, n’implique pas I'exclusion de I'un de ces modéles au profit de 'autre
[27]. Une amélioration de la précision des détecteurs permettraient certainement de conclure
définitivement ce sujet.

Géométrie de ’univers

Pour le dernier exemple, passons du c6té de la cosmologie. A grande échelle, 'univers semble
homogeéne et isotrope. Si 'on prend ces deux caractéristiques comme hypothése de base, les
équations d’Einstein admettent le modéle de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (abrégé
en FLRW) d’univers comme solution. Dans ce modéle, la métrique de 'univers a grande échelle
est donnée par (avec ¢ = 1) [17]

do?

1 — ko?
ou t et (0,0, ¢) sont respectivement les coordonnées temporelles et spatiales et a(t) est le facteur
d’échelle. Le paramétre k est la courbure spatiale de l'univers, elle peut étre plate (k = 0),

positive ou négative (k = £1). On peut relier le facteur d’échelle & des observables a 'aide de
I’équation de Friedmann

d82 — —dt2 + CLQ(t) —|— O'2<d92 —|— Sin2 9d¢2) (212)

1/2
() = o (000 + 000 - - (213)
5a
ou H = a/a est le paramétre de Hubble-Lemaitre, Hy est H au temps présent et 2y, et 2y
sont les densités d’énergie de la matiére noire et de I’énergie noire. Si le modéle FLRW s’avére
exact, mesurer précisément ces différents parameétres permettraient de déterminer la géométrie
de T'univers & grande échelle. Intéressons-nous plus spécifiquement & H qui donne la vitesse
d’expansion de l'univers. Le paramétre de Hubble-Lemaitre a été pour la premiére fois mesuré
par Edwin Hubble grace a l'observation du décalage vers le rouge du spectre de certaines
galaxies. Jusqu’a présent sa valeur a été mesurée par deux méthodes différentes. L'une utilise
I’échelle des distances cosmiques qui permet de déterminer la distance d’une source a ’aide des
céphéides et des supernovas. L’autre mesure le fond cosmologique diffus qui permet d’étudier
comment l'univers s’est comporté depuis le Big Bang. Cependant, un probléme apparait :
les deux mesures ne concordent pas, avec une tension de 3 sigmas [30]. La source de cette
discordance n’est pas claire et c’est ici que les ondes gravitationnelles entrent en jeu car elles
permettent aussi une détermination du parameétre de Hubble-Lemaitre.
En effet, pour une certaine source, on peut définir sa distance de luminosité

[ L
Dy =4/ — 2.14
L A7 I ( )

ol L est sa luminosité intrinséque et F' sa luminosité apparente. On obtient alors le paramétre
de Hubble-Lemaitre au travers de la formule [17]

Hy=cz/Dy, (2.15)

ou z est le décalage vers le rouge (redshift en anglais) au niveau de la source. La détection d’une
onde gravitationnelle permet de déterminer Dy, et donne par la méme occasion la localisation de
la coalescence. Dans le cas d’une fusion d’étoiles & neutrons, la lumiére provenant du phénomeéne
permet de directement déterminer z. Il est ainsi possible de connaitre les deux paramétres
dans (2.15) et de déterminer la constante de Hubble. Le résultat est visible sur la Figure 2.4.
On voit que ce seul événement ne suffit pas a départager quelle est la véritable valeur de
Hy. Pour cela, on prévoit généralement qu’il faudra attendre une cinquantaine de détections
de coalescence d’étoiles a neutrons avec une contrepartie électromagnétique observée. Un tel
nombre de détections devrait étre atteint d’ici une dizaine d’années [17, 30].

20



Planck
SHoES

0.04

0.03

0.02

p(Hy | GW170817) (km™" s Mpc)

0.01

0.00 - ! . ‘ . : , ‘
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

H, (km s~ Mpc™)

FIGURE 2.4 — Paramétre de Hubble obtenu a l'aide de I'événement GW170817 en bleu. Les
zones en vert et orange donnent la valeur de H, obtenue respectivement par le satellite Planck
mesurant le fond diffus cosmologique et par la méthode de I’échelle des distances cosmologiques

31].

2.1.2 L’effondrement gravitationnel

L’effondrement gravitationnel est le sort réservé a toute étoile en fin de vie ayant une
masse supérieure a environ 10 masses solaires. Cet événement se produit lorsque I’étoile a
déja synthétisé une grande partie de sa masse en °Fe par fusion nucléaire. Cet élément ayant le
plus d’énergie de liaison par nucléon, il est aussi le plus stable et aucune réaction supplémentaire
n’est obtenue & partir de celui-ci. Le coeur de 'étoile formé de fer ne produit donc plus aucune
radiation permettant de soutenir son propre poids. Ceci alors qu’au travers de la fusion du
silicium, de plus en plus de noyau de *°Fe sont créés.

Lorsque ce coeur de fer atteint la masse de Chandrasekhar, estimée a environ 1,4 masse
solaire, la pression de dégénérescence des électrons diie au principe d’exclusion de Pauli ne
suffit plus a soutenir le poids de I'étoile et celle-ci s’effondre rapidement. Son coeur passe alors
en approximativement une seconde d’un rayon comparable a celui de la Terre a un rayon de 50
km. Lors de cet effondrement, les protons des noyaux de fer capturent des électrons créant ainsi
des neutrons et des neutrinos. Le coeur de I'étoile se transforme ainsi en étoile a neutrons et
le processus d’effondrement s’accélére car la pression de dégénérescence des électrons diminue
A cause de la disparition de ces derniers. Lorsque la densité atteint une valeur de p ~ 8 x 104
g/cm?, correspondant & trois fois la densité d’un noyau atomique, la répulsion die a la force
nucléaire entre neutrons jugule brusquement l’effondrement. Si brusquement qu’une onde de
choc, di a l’arrét soudain de la matiére dans sa chute, expulse violemment les couches extérieures
de I’étoile créant ainsi ’explosion que ’on appelle supernova. Le coeur de neutrons restant évolue
soit en étoile a neutrons soit, si sa masse est suffisante, en un trou noir.

Telle était I'histoire communément admise de la fin de vie d’'une étoile engendrant une
supernova. Cependant, de récentes simulations numériques ont montré que I’énergie liberée lors
du choc di a ’arrét soudain de I'effondrement sur le coeur de neutrons n’est pas suffisante pour
engendrer 'explosion de la supernova [32|. Un autre processus devrait donc s’enclencher peu
de temps apreés I'effondrement stellaire mais aucun scénario n’est connu avec certitude. On sait
cependant que les neutrinos devraient avoir un réle a jouer car la majeure partie de 1’énergie
libérée lors de 'effondrement sert en fait a générer ces particules.

Un premier moyen d’étudier ces supernovas serait donc au travers de la détection de ces
neutrinos. Un second pourrait étre les simulations numériques. Toutefois, celles-ci sont ex-
trémement complexes et les ordinateurs actuels sont incapables de tenir compte de tous les
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FIGURE 2.5 — Résultats de simulations de supernovae effectuées par H. Dimmelmeier et al. en
utilisant deux équations d’état différentes pour le coeur de 1’étoile, Shen et LS. A gauche et de
haut en bas, on a respectivement ’évolution de 'amplitude des ondes gravitationnelles générées
par une supernova dont le coeur a une vitesse de rotation respectivement faible, moyenne et
élevée. A droite, on voit les évolutions de la densité du coeur de I’étoile correspondants au cas
a leur gauche. Le temps ¢, est le moment du rebond [41].
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mécanismes physiques présents. En effet, une simulation parfaite devrait inclure de la magnéto-
hydrodynamique a trois dimensions dans le cadre de la relativité générale. De plus, il faut y
ajouter le transport des neutrinos ainsi que des effets spécifiques a une étoile a neutrons comme
son équation d’état par exemple. A ce jour, différentes simulations ont été effectuées qui sont
conformes & seulement quelques uns des critéres précédents a la fois [39]. Enfin, le dernier
moyen permettant d’étudier les supernovas est bien str la détection des ondes gravitationnelles
générées par les asymétries dans les mouvements de masses. Différents mécanismes physiques
donneront lieu & des ondes gravitationnelles de formes différentes. L’analyse de ces derniéres
permettra de mieux déterminer le fonctionnement de chacun de ces mécanismes et donc, au
final, le processus complet de la supernova.

Comme exemple, considérons la vitesse de rotation du coeur de I’étoile, notée €., avant le
rebond di & la force nucléaire. Trois scénarios sont possibles qui se différencient par 'amplitude
de la vitesse de rotation [32,40] :

1. Vitesse faible : Q. < 1,5 rad/s. Le rebond est important dans ce cas-ci et la densité atteint
4 x 10" g/cm? dans le coeur lors de I'effondrement. De forts mouvements de convections
sont induits par le choc et le coeur s’étend ensuite pour se stabiliser rapidement a une
densité légérement plus faible. Ce scénario ne développe pas de mouvements de masse
quadrupolaires importants, les ondes gravitationnelles générées sont ainsi les plus faibles
des trois scénarios comme on peut le voir sur la Figure 2.5. L’énergie totale émise en
ondes gravitationnelles est au maximum de I'ordre de?®

Eaw ~ 1 x 1077 Myc*. (2.16)

2. Vitesse moyenne : 1,5 rad/s< Q. < 6 — 13 rad/s. Dans ce cas-ci, on peut voir sur la
Figure 2.5 que la densité atteinte lors de I'effondrement est moindre que dans le cas de la
faible vitesse. Le rebond reste important bien que les mouvements de convection ultérieurs
soient amoindris. La rotation plus rapide du coeur induit des moments quadrupolaires de
masses et donc des amplitudes d’ondes gravitationnelles plus importants. L’énergie émise
est de 'ordre de

Eaw ~ (0,5 —5) x 1078 Myc*. (2.17)

Notons que la borne supérieure de vitesses pour ce régime n’est pas bien définie. Ceci
est di au fait qu’elle dépend fortement de la masse du coeur de I’étoile ; plus celle-ci est
importante et plus la vitesse maximale est faible.

3. Vitesse élevée : 6 — 13 rad/s< Q.. Pour des vitesses de rotation élevées, Ueffet de la force
centrifuge est de ne pas permettre une élévation de la densité aussi forte qu’avant. On le
voit sur la Figure 2.5, la densité n’atteint méme pas celle d’un noyau atomique. Le rebond
est donc beaucoup moins important que dans les deux derniers cas. Toutefois, 'amplitude
des ondes gravitationnelles générées est toujours plus élevée que dans le premier scénario
car la rotation rapide induit de fortes asymétries dans I’étoile. L’énergie émise est comprise
dans l'intervalle

7x 107" My < Egw <5 x 1077 Myc?. (2.18)

Chaque scénario émet des ondes gravitationnelles ayant des propriétés différentes, que ce soit
dans leur forme ou leur fréquence. Détecter celles-ci permettrait donc de savoir quel scénario
est privilégié dans les supernovas et de connaitre ainsi la vitesse de rotation du coeur de I’étoile
ainsi que sa densité maximale atteinte lors de I'effondrement. Jusqu’a présent, les observations
montrent que les étoiles & neutrons naissent avec des vitesses de rotation plutot faibles. S’il
s’avére que leur rotation est rapide lors de la supernova, il faut donc qu’il y ait assez de pertes

3. En comparaison, la coalescence de trous noirs GW150914 a libéré une énergie de (3,0 & 0,5)Mgc? en
ondes gravitationnelles [1].
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d’énergie via les ondes gravitationnelles pour que cette vitesse diminue afin de correspondre
avec les observations [42].

Pour finir, précisons que les ondes gravitationnelles émises par les effondrements stellaires
ont des fréquences entre 200 et 1000 Hz. Les interférométres terrestres sont donc tout indiqués
pour détecter ces ondes. Malheureusement, leurs amplitudes ne sont pas suffisament élevées pour
qu’'une détection soit possible avec les interférométres actuels?. Il faudra strement attendre les
détecteurs de troisiéme génération comme le téléscope Einstein ou Cosmic Explorer pour réel-
lement commencer 1’étude de I'effondrement gravitationnel a 1'aide des ondes gravitationnelles
[42].

4. A moins que la supernova ne soit située dans notre galaxie. Cependant, de tels événements sont rares et
on estime le nombre de supernova dans la galaxie a (1,7 & 1.0) par siécle [32].
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Chapitre 3

Eléments d’optique quantique

Afin de pouvoir discuter du bruit quantique, nous serons amenés a décrire la propagation du
champ électromagnétique quantifié dans l'interférométre Michelson. Un passage par 'optique
quantique est ainsi bien nécessaire. Un traitement classique plus approfondi de I'interférométre
Michelson permet de mettre en lumiére que le signal d'une onde gravitationnelle apparait sur
des bandes de fréquences latérales a la fréquence du laser de 'interférométre. Autrement dit, si
le laser est de fréquence w, le signal d’une onde gravitationnelle de fréquence €2 apparait sur les
fréquences w + €2 du champ électromagnétique. Il apparait donc, dans les cavités Fabry-Perot,
un processus de création de paires de photons de fréquences wy = w + 2 dont les amplitudes
complexes sont correlées. Ceci nécessite I'introduction du formalisme & deux photons, développé
par Caves et Schumaker [43,44]. Nous présenterons d’abord le formalisme standard a un photon
afin de mieux comprendre comment on peut passer a celui & deux photons. De plus, le spectre de
fréquence de 'onde gravitationnelle est continu et il est donc nécessaire d’avoir un continuum de
fréquences pour l'onde électromagnétique. La plupart des textes relatifs & 'optique quantique
quantifient le champ électromagnétique dans une cavité, ce qui implique une discrétisation
des modes du champ. Il est toutefois possible d’obtenir un spectre continu, un tel formalisme
étant présenté dans [45,46], nous nous baserons sur ces références afin d’obtenir un champ
électromagnétique quantifié approprié au traitement de l'interférométre.

3.1 Quantification du champ électrique

Mathématiquement, le processus de création d’un photon de fréquence w est décrit par
'opérateur de création a/, hermitien conjugué de 'opérateur d’annihilation a,. Les photons
étant des bosons, ces opérateurs vérifient les relations de commutation

G, 01 = O [, ] = 0. (3.1)
Ces deux opérateurs sont & la base du formalisme a un photon que nous allons a présent
développer. En théorie quantique des champs, le champ électrique est élevé au rang d’opérateur
et est écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des opérateurs a,, et al sur un ensemble
de fréquences propres w. Suivant la méthode de quantification dans une cavité de volume V
présentée dans [47], le champ électrique quantifié prend la forme !

~ hw . .
E(r,t) = Z \/ 260{/,6[ (&wl gilkr—wit) —l—CALLl e_’(kl'r_w’t)) (3.2)
!

1. Sauf en de rares cas, nous travaillerons toujours selon le point de vue de Heisenberg. La dépendance
temporelle est donc comprise dans les opérateurs et non dans les états quantiques.
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oll on somme sur ’ensemble des modes propres [ de la cavité, de fréquence w; et de vecteur
d’onde k;. Le vecteur € est le vecteur polarisation lié au mode [. Si nous considérons ce dernier
comme étant le méme pour tous les modes, autrement dit €, = € pour tout [, nous pouvons
poser B(r,t) = eE(r, t) avec

. [ h ) .
E(I‘, t) _ Z 26(:‘[/ (dw ez(qu-—w;t) +dI;l e—z(kl~r—wlt)) ) (33)
l

Par la suite, nous considérerons la propagation du champ électromagnétique dans une cavité
de longueur L dans une certaine direction z. Dans ce cas, le vecteur d’onde est donné par

kl == klez = ﬂez. (34)
Cc

ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide. De plus, la structure spatiale de 'onde électro-
magnétique peut s’avérer trés vite alambiquée dans le cas des grands interférométres comme
Virgo. Bien que cette structure soit importante pour certains types de bruits (le bruit thermique
par exemple [21]), sa description est peu utile dans le cas du bruit quantique. Nous réduisons
donc la structure transverse de I'onde électromagnétique a sa plus simple expression. Pour cela,
nous considérons un volume de quantification de forme cylindrique avec V= AL ou A est
I’aire occupée par le faisceau dans le plan perpendiculaire a z. Tout ceci permet d’approximer
I’expression de 'opérateur champ électrique tel que

~ hlx)l ~ —iw;(t—2z/c ~ wy(t—z/c
Bt = 30 (a9l ) e
l

Voyons & présent comment obtenir un continuum sur les fréquences. Pour une cavité de
longueur L, les écarts entre deux nombres d’onde k; et deux pulsations w; consécutifs sont

donnés par

2 2mc

7 W= (3.6)
On remarque qu’il suffit de prendre la limite L. — oo afin que le spectre de fréquence devienne

continu. En suivant les prescriptions de [46], on utilise les transformations

1 (o]
G, — VAwa, Zﬁxjdw (3.7)
! “Jo

Ak

ce qui permet d’écrire 'opérateur champ électrique sous sa forme finale

A oe hw - .
E 1) = Aw —iw(t—z/c) | At Siw(t—z/c) dw. 3.8
(z,1) /0 ”47?60140 (o€ +a e ) dw (3.8)

Enfin, nous allons définir des opérateurs qui sont abondamment utilisés dans les calculs
de bruit quantique. Remarquons que les opérateurs d’annihilation et de création ne sont pas
hermitiques alors que l'opérateur champ électrique 'est bien. Ce dernier étant combinaison
linéaire des premiers, il doit donc étre possible de trouver des opérateurs hermitiques formés par
une combinaison linéaire de a,, et al. Ces opérateurs sont nommés respectivement opérateurs
de quadrature d’amplitude et de quadrature de phase et sont définis par

A al +a, a, — al
CLCJ(W) = T asjl(w) = 7 (39)

Précisons que d’autres définitions, qui différent d’un facteur multiplicatif, peuvent étre trouvées
dans la littérature. L’indice 1 permet de différencier les opérateurs de quadrature a un photon
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de ceux que nous définirons dans le formalisme & deux photons. Sous forme de combinaison
linéaire de ces opérateurs de quadrature, le champ électrique s’écrit

E(z,t) = /000 1/ 47:2;40 (a1 (w) cos(w(t — z/c)) + s 1(w) sin(w(t — z/c))]dw (3.10)

ce qui justifie les indices ¢ et s. Nous voyons a partir de cette expression que 'opérateur champ
électrique va passer périodiquement au cours du temps ou dans l'espace d’un opérateur de
quadrature & l'autre. Ceci signifie aussi que si les variances des opérateurs de quadrature ne
sont pas égales, la variance du champ électrique évoluera au cours du temps.

Ces opérateurs a.; et a,; étant hermitiques, ils représentent des observables physiques qui
peuvent étre mesurées par ce que l'on appelle une détection homodyne (ou hétérodyne selon
la méthode utilisée) que nous présenterons dans la section 3.3. A partir de (3.1), on voit qu’ils
vérifient les relations de commutation

e (W), as1(wW)] = i6(w — ). (3.11)

La relation d’incertitude d’Heisenberg permet donc d’obtenir I'inégalité suivante sur les va-
riances de ces opérateurs a une méme fréquence

(Adc,1)2 (Ads,l)z Z (312)

A~ =

et ce pour n'importe quel état de la lumiére. Remarquons que cette relation ne contraint que
le produit des variances. Il est donc tout & fait possible que la variance de a.;(w) soit plus
petite que celle de G, 1(w) et inversément. Nous avons a présent tous les opérateurs qui nous
seront nécessaires pour la suite. Il est temps de passer a la description des états quantiques de
la lumieére et surtout de voir ce qui les différencie.

3.2 Les états quantiques de la lumiére

Voyons a présent les différents états de la lumiére que 'on peut décrire a 'aide du formalisme
a un photon. Notre but étant d’étudier le bruit quantique présent dans un interférométre, nous
nous intéresserons particuliérement & la variance des opérateurs dans chaque état différent.
Nous commencerons par les états de Fock car ils forment une base permettant d’exprimer les
autres états en fonction de ceux-ci. Ensuite, nous continuerons avec les états les plus simples a
produire, les états cohérents. Un laser émet de la lumiére dans une mixture d’états cohérents
et c’est cet état qui arrive généralement sur la lame séparatrice d’un interférométre Michelson.
Enfin nous passerons aux états comprimés et expliciterons leur différence majeure avec les
états cohérents. Cette différence fait toute la spécificité des états comprimés et nous verrons
en quoi elle peut nous servir dans la détection des ondes gravitationnelles. Pour simplifier la
présentation, nous n’étudierons que le cas d’états monomodes (& une fréquence spécifique), la
description multimode étant obtenue en sommant ou en intégrant simplement sur les fréquences
désirées. Nous n’écrirons donc plus la dépendance en w des divers opérateurs.

3.2.1 Les états de Fock

Les états de Fock sont définis comme étant les états propres de 'opérateur donnant le
nombre de photons N = a'a. On les note |n) et ils vérifient

N|n) =n|n) (3.13)
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ou n € N. L’utilité théorique de tels états est qu’ils sont orthonormés, autrement dit
(n|n’) = dpu, et que tout autre état |1)) peut s’écrire comme une superposition d’états de Fock

=> caln) (3.14)

ou les ¢, sont des nombres complexes tels que Z |cn\2 = 1. Les états de Fock forment donc

n
une base orthonormée des états quantiques de la lumiére [48]. L’application des opérateurs
d’annihilation et de création sur un état de Fock donne

alny =+vnln—1) a'ln) =vn+1|n+1). (3.15)

3.2.2 Les états cohérents

Il existe plusieurs maniéres de définir les états cohérents [48,49]. Pour mettre en lumiére
la raison pour laquelle ces états sont souvent qualifiés de "quasi-classiques", nous posons deux
conditions qu’ils doivent vérifier [50|. La premiére est que la valeur moyenne du champ électrique
quantifié dans I’état cohérent |«) soit égale a celle d’'un champ électrique classique d’amplitude

complexe Ey, = hw ., ott @ € C. En comparant les expressions des champs électriques
4megAc )

classique et quantifié données respectivement par (1.1) et (3.8), nous voyons que cette condition
s’écrit comme

(afala) = a. (3.16)
Ensuite, nous requérons que les énergies de ces champs soient égales. Pour 'amplitude complexe
précédente, Uénergie d'un champ électrique classique est donnée par Ly = hw|a|?. Quant a

I’énergie du champ quantifié, elle est représentée par 'opérateur H = hwala. Dans le cas de
I'état cohérent |a), cette seconde condition s’écrit donc comme

(alaala) = |al?. (3.17)
Des deux équations précédentes, on peut en tirer
(alatala) + |a)? = 2|a? = a*(ald]a) + alald|a)
& (al(a’ — a*)(a — a)|a) = 0.
Une telle égalitée est vérifiée si et seulement si 'on a
ala) =ala). (3.18)

Un état cohérent est donc un état propre de 'opérateur d’annihilation de valeur propre complexe
a. Cette propriété est souvent admise comme définition et permet de déterminer les différentes
moyennes et variances des opérateurs définis précédemment. Nous avons précisé ci-dessus que
tout état de la lumiére peut étre mis sous forme d’une combinaison linéaire d’états de Fock.
Pour les états cohérents, on vérifie aisément que 1’état

chm =e I Z\/_]n (3.19)

est bien état propre de l'opérateur a de valeur propre . Un état cohérent n’a donc pas un
nombre de photons bien défini. De (3.19), on voit que la probabilité P(n) de mesurer n photons
est donnée par

a2 Ja*"

Pn) = Je,f = el 20

(3.20)
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FIGURE 3.1 — Histogramme de la probabilité de mesurer un certain nombre de photons dans
un état cohérent, pour |a|? =5 & gauche et |a]* = 100 a droite [47].

ce qui est une distribution de Poisson (voir Figure 3.1). Ceci se confirme lorsque 'on calcule la
valeur moyenne (N) et la variance (AN)? du nombre de photons

~

(N) = (aldlala) = |af*  (AN)® = (N?) = (N)? = |of”. (3.21)

L’égalité de la moyenne et de la variance est bien la signature d’une distribution de Poisson.
Nous voyons qu’il existe un état ayant un nombre de photons bien défini, celui ou a = 0. Cet
état, noté |0), est plus communément connu sous le nom d’état du vide et représente 'absence
de photons. Il nous sera utile pour la suite.

Etudions a présent 1’état cohérent a la lumiére des opérateurs de quadrature a.; et as;.
Tout d’abord, les valeurs moyennes de ces opérateurs dans ’état |a) sont

(1) = V2R{a}  (as.) = V23{a}. (3.22)

La partie réelle du champ électrique dans un état cohérent se situe donc sur sa dépendance en
cosinus. Plus importantes sont les variances des opérateurs de quadrature. Aprés un bref calcul,
on trouve

NGy = Nag, = % (3.23)

On voit que la variance des deux opérateurs est la méme et qu'un état cohérent minimise
I'inégalité d’Heisenberg (3.12). Cette derniére propriété est déja intéressante en elle-méme quant
a la réduction du bruit quantique. Remarquons que dans le cas de I'état du vide, la moyenne
des opérateurs de quadrature est nulle. Toutefois, leurs variances ne le sont pas! Ces derniéres
sont d’ailleurs exactement les mémes que pour n’importe quel autre état |«). Un état cohérent

FIGURE 3.2 — Fonction de Wigner du vide (a gauche) et d’un état cohérent (a droite). Les
variables x et p sont les quadratures du champ électromagnétique [48|.
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peut donc étre vu comme un état du vide, possédant des fluctuations quantiques, auquel on
ajoute une amplitude classique a. Cette facon de voir est d’ailleurs confirmée lorsque 1’on
s’intéresse a la fonction de Wigner d’un état cohérent. Cette fonction est ce que 'on appelle
une fonction de quasiprobabilité et permet de généraliser le concept de densité de probabilité
classique dans ’espace des phases. Les variables de notre espace des phases étant dans ce cas-ci
nos quadratures. On observe bien sur la Figure 3.2 que I’état cohérent est simplement I’état du
vide déplacé afin d’obtenir une valeur non nulle pour la moyenne des opérateurs de quadrature.

3.2.3 Les états comprimés dégénérés

Dans la section précédente, on a vu que la variance des opérateurs de quadrature était la
méme pour les deux opérateurs. On peut alors se demander si, dans certaines expériences, il ne
vaudrait pas mieux avoir une variance moins élevée sur I'une des deux quadratures au détriment
de 'autre (I'inégalité d’Heisenberg devant toujours étre respectée). C’est effectivement le cas et
c’est 1a que les états comprimés entrent en jeu. Ces états étant expérimentalement créés a ’aide
d’un processus de création a deux photons, leur description formelle nécessite l'introduction
du formalisme & deux photons. Cependant, la définition des opérateurs de quadrature dans ce
formalisme ne coincide plus avec celle de a.; et a,; et la comparaison avec les états cohérents
devient moins évidente. Nous donnerons donc ici une description de ce que 'on appelle des
états comprimés dégénérés, ou les deux photons créés sont de méme fréquence. Dans ce cas,
aucune corrélation n’est créée entre photons de fréquences différentes et le formalisme & un
photon peut étre conservé ainsi que nos opérateurs de quadrature actuels.

A nouveau, il existe plusieurs fagons de définir un état comprimé. Nous allons ici utiliser
une méthode un peu plus théorique que pour le cas des états cohérents. A partir des opérateurs
d’annihilation @ et de création a, on définit deux nouveaux opérateurs

ar = ua +va' at, = wral +v*a (3.24)

o u,v € C. On impose comme contrainte d’avoir une transformation canonique pour passer
du couple (a',a) au couple (d};,&R). On voit que

(g, dl) = [ua +va’,u*a’ +va] = (Jul* — [v]*)[a, ] (3.25)

et donc pour avoir une transformation canonique, il faut |u|? — |[v|* = 1. Connaissant la relation

cosh® z — sinh? z = 1, on peut donc écrire u et v comme
u=e"coshR  v=e"sinhR. (3.26)

Pour I'instant, afin de mieux faire la comparaison avec les états cohérents, prenons 61 = 6, =0
(nous verrons le cas plus général avec les états comprimés non dégénérés). Dans ce cas, la
tranformation donne

ar=acoshR+a'sinhR  al, = af cosh R + asinh R. (3.27)

On obtient ce que 'on appelle une transformation de Bogoliubov. Cette transformation fut
introduite a l'origine par Nikolay Bogoliubov afin de traiter les paires d’électrons de Cooper dans
la théorie BCS de la supraconductivité [51]. Remarquons que R est souvent appelé facteur de
compression. Expérimentalement, on mesure le niveau de compression en décibels. La conversion
entre R et cette mesure expérimentale notée Ryp est donnée par

Rap

Ryp = 101 Mo p=_—2"2
P 810 20logg e

(3.28)
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Une compression de 10 décibels correspond ainsi a R ~ 1, 15.
Une autre fagon d’obtenir les transformations de Bogoliubov est d’introduire 'opérateur de
compression

S(R) = e (@) ~@?) (3.29)
Lorsqu’il est appliqué a 'opérateur d’annihilation a, on obtient ar puisque
S(R)aST(R) = acosh R+ alsinh R = ap. (3.30)

Passons & présent a la définition d’un état comprimé, noté |a, R). Celui-ci est défini, a
I'instar de 1’état cohérent, comme étant état propre de 'opérateur d’annihilation nouvellement
introduit ar de valeur propre «, soit

arla, R) = ala, R) . (3.31)

A nouveau, c’est cette propriété qui permet de calculer toutes les moyennes et variances d’ob-
servables. Remarquons que pour le cas particulier R = 0, on retrouve en fait un état cohérent

|, 0) = |av) . (3.32)

Tout comme la transformation de Bogoliubov, un état comprimé peut étre obtenu par applica-
tion de 'opérateur de compression sur un état cohérent

la, R) = S(R) |a) (3.33)

et on parle donc souvent de la compression d’un état cohérent. Afin de voir I'effet d’une telle
compression sur le nombre de photons d'un état, il faut réexprimer 'opérateur nombre de
photons N selon nos nouveaux opérateurs ap et d}%. A partir de (3.27), on trouve

i =agcoshR—al,sinh R af =al,cosh R — agsinh R (3.34)

A

et en développant N, on obtient
fa

— a}ag cosh® R + agaly sinh® R — sinh R cosh R (a; + a}f) .

N =

Q>

(3.35)
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FIGURE 3.3 — A gauche, distributions du nombre de photons dans un état cohérent (en gris)
et dans un état comprimé ott R > 0 (en bleu). Le caractére sous-Poisson dans le second cas est
trés clair. A droite, mesures du nombre de photons dans le cas d’un état cohérent (a gauche)
et d’un état comprimé ot R > 0 (a droite). A nouveau, on remarque bien la réduction du bruit
de grenaille dans le second cas [52].
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Ceci permet d’obtenir la moyenne et la variance de N dans un état comprimé qui sont
(N) =sinh® R + |o)? (AN)? = o* e 2% 4-2sinh® R cosh? R (3.36)

ou o = (acosh R — a*sinh R). Dans le cas ou le facteur de compression R est négatif, on voit
que la variance sur le nombre de photons est supérieure au cas d’un état cohérent |a’) et on
dit que I'état suit une distribution sur-Poisson. Inversément, si R est positif, la variance est
plus petite et on parle d’une distributrion sous-Poisson (voir Figure 3.3 a gauche). Ceci est
évidemment intéressant dans la réduction du bruit de grenaille, si la variance est plus petite, le
nombre de photons arrivant sur le photodétecteur est plus régulier et on a donc une réduction
du bruit (voir Figure 3.3 & droite). De plus, remarquons que dans un état du vide comprimé
|0, R), le nombre moyen de photons n’est plus nul! Il est donc impossible d’obtenir le vide, dans
le sens d’une absence de photons, dans le cas d’'un état comprimeé.

I{es opérateurs de quadrature doivent eux aussi étre exprimés en fonction des opérateurs ar
et ap. On a

. ~t . .
R ar+ap _ . ar — a
oy = ———=2 e g = ———=2eft (3.37)

V2 iv/2

Il est alors aisé d’obtenir leur variance dans un état comprimé donnée par

Aoy =5 Ay = % (3.38)

Un état comprimé minimise donc aussi 'inégalité d’Heisenberg, mais il ne fait pas que ca!
On voit qu’en choississant un facteur de compression R adéquat (positif ou négatif), on peut
diminuer la variance de I'un des opérateurs de quadrature. En regardant la fonction de Wigner
d’un tel état, on observe bien que la fonction a été comprimée sur 'une des deux quadratures,
et allongée sur l'autre (voir Figure 3.4). Ceci est intéressant car si l'une des variances est
responsable du bruit quantique, alors il est possible de réduire celui-ci rien qu’en injectant un
état différent de la lumiére! Nous verrons que la réalité est un peu plus compliquée mais l'idée
est en soi la bonne. Enfin, remarquons que le champ électrique passe au cours du temps d’une
quadrature a l'autre et donc d'une variance a 'autre. La variance du champ électrique oscille
donc au cours du temps dans le cas d'un état comprimé (comme on peut le voir sur la Figure

3.4).
. *M [NW

w N amplitude
L) ez
e

FIGURE 3.4 — A gauche, fonction de Wigner d’un état comprimé du vide & 10 dB. Les variables
x et p sont les quadratures du champ électromagnétique. A droite, dépendance en phase du
champ électrique dans un état du vide comprimé. On remarque bien le changement de variance
selon que l'on soit au niveau de la quadrature comprimée ou allongée [48].
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3.3 La détection homodyne

Comme nous ’avons précisé, les opérateurs de quadrature sont hermitiques et sont donc
des observables physiques. Une maniére simple de mesurer ces opérateurs serait d’avoir un pho-
todétecteur mesurant directement le champ électrique au cours du temps. Ce champ passant
périodiquement d’une quadrature a l'autre, il serait possible de mesurer chacun de ces opé-
rateurs. Cependant, les photodétecteurs existants sont incapables de suivre 'oscillation d’un
champ électrique provenant d’un laser car sa fréquence est trop grande. Lors d’une mesure
directe & l'aide d’un photodétecteur, on n’obtient donc qu’une moyenne sur plusieurs périodes
successives et la différence entre opérateurs de quadrature est donc complétement éclipsée. Ex-
plicitons dans cette section le dispositif expérimental permettant de mesurer les opérateurs de
quadrature : la détection homodyne. 1l existe aussi la détection dite hétérodyne. Cependant,
celle-ci n’est & présent plus utilisée dans les détecteurs d’ondes gravitationnelles car elle ne
convient pas aux méthodes de réduction du bruit quantique présentées au chapitre 5 [53].

Considérons la Figure 3.5 qui décrit le schéma général d’une détection homodyne. Le champ
rentrant par le port (1) dans I'état |¢1) est celui dont on veut mesurer I'un des opérateurs de
quadrature. Celui-ci est combiné sur une lame séparatrice & un deuxiéme champ dans I'état
|1), appelé oscillateur local, qui provient d’un laser de méme fréquence que le premier champ
et est donc dans un état cohérent |¢5) = |ag). Aprés la lame séparatrice, on obtient un champ
a chaque port (3) et (4) dont les opérateurs de destruction as et a, sont directement reliés aux
opérateurs de destruction a, et ao des champs entrants au travers de la transformation linéaire

48] A A
(=0 )@ -

ou r,t,r' ¢ € C. Cette expression est contrainte par la conservation de I'énergie et donc du
nombre de photons. Il faut ainsi vérifier

Ty + abay = alas + alay (3.40)
ce qui résulte en les contraintes suivantes
PP P = PPt =0, (3.41)

Celles-ci ne permettent cependant pas de totalement déterminer les coefficients de (3.39) et
il existe donc plusieurs conventions donnant les mémes résultats physiques. En termes des
coefficients réels de réflexivité et de transmissivité R = |r|? et T = |¢|?, les deux conventions les

L M
Local oscillator >
[¥2)
Y
1) S SNC)
(D
(3)

v _ >

FIGURE 3.5 — Schéma général du dispositif permettant la détection homodyne [47].
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plus utilisées sont |8]
VR VT VR VT
vr V) = (7 )
Elles vérifient bien toutes les deux la contrainte (3.41). Dans la suite, nous utiliserons la se-
conde matrice. Pour en terminer avec la lame séparatrice, nous voudrions garder la relation
de commutation [af,a] = 1 pour az et a;. On obtient ainsi les contraintes supplémentaires
suivantes

(3.42)

7> 4+ t)* =1 7|2 4+ |t')? = 1. (3.43)

Dans le cas d’une lame séparatrice équilibrée, on a R = T et donc on obtient finalement 2

(Zi) B G?g —11//\%) (2) - (3.44)

Pour la détection homodyne, deux photodétecteurs sont placés chacun & une sortie de la
lame séparatrice. Ceux-ci permettent de mesurer le nombre de photons des champs provenant
des ports (3) et (4). Les opérateurs représentant ces observables sont obtenus a 'aide du déve-
loppement effectué pour la lame séparatrice, on obtient

S T N e T U

N3 = alag = §(a§a1 + abay + alay 4 ajal) (3.45)
N O N S UPY PO SO
Ny = alay = i(aial + dbay — alay — agal). (3.46)

A Taide d’un circuit électronique approprié, il est possible d’effectuer la différence entre les
deux signaux provenant des photodétecteurs. L’opérateur mesuré est donc au final

Noom = Ny — Ny = aldy + aral. (3.47)

Comme nous allons le voir de suite, la mesure de cet opérateur est en fait une mesure des
opérateurs de quadrature a.; ou G, ;. En effet, 'état quantique des champs aux ports (3) et (4)
est simplement |1)1) ® |as). La valeur moyenne mesurée est donc

(Miom) = (1] ® (@] @}z + a1l 1) ® |o)
= (¥1]a] [tn) as + (] @y 1) ab. (3.48)

Puisque s est un nombre complexe, on peut le mettre sous la forme ay = |as| e, ou ¢ est
appelé 'angle de détection homodyne. En développant, ceci permet d’écrire

<Nhom> = \/5\042’( (1| Gea |11) cos @ + (Y| Ggq |1h1) sin Cb)- (3.49)

Nous voyons que pour un angle ¢ = 0, une mesure de 'opérateur a.; est effectuée tandis que
pour ¢ = m/2, on mesure 'opérateur a,;. De plus, il apparait clairement qu’il est possible
de mesurer une combinaison des deux opérateurs de quadrature si on a 0 < ¢ < 7/2. Ceci
nous sera trés utile lorsque nous discuterons de la réduction du bruit quantique! Précisons
que cet angle de détection homodyne ¢ peut tout a fait étre manipulé expérimentalement, la
facon de faire dépendant de I'implémentation choisie pour effectuer la détection homodyne.
Dans le cas des interféromeétres a ondes gravitationnelles, on effectue une lecture DC afin de
pouvoir effectuer la détection homodyne. Celle-ci consiste a directement imposer une différence
de parcours du laser dans les bras de l'interférométre a 'aide d’une différence de longueur
initiale des bras. Dans ce cas, une partie du laser arrive au port antisymeétrique et 1’on peut
utiliser ce champ électrique comme oscillateur local afin d’implémenter la détection homodyne.
Il est alors possible de controler 'angle ¢ en changeant la différence de longueur initiale des
deux bras |8].

2. Remarquons que le formalisme développé ici dans le cas de la lame séparatrice peut tout & fait étre utilisé
pour un miroir ayant des coefficients de réflexivité et de transmissivité R et T. C’est d’ailleurs ce que nous
ferons dans le prochain chapitre.
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3.4 Le formalisme & deux photons

3.4.1 Réexpression du champ électrique

Avant de passer au calcul du bruit quantique dans l'interférométre Michelson, il ne nous
reste plus qu’a introduire le formalisme & deux photons, dont on peut trouver une présentation
dans les références [43,44,54]. Ce formalisme permet de prendre en compte le processus de
création des fréquences latérales a la fréquence du laser dans l'interférométre Michelson. En
effet, le laser étant de fréquence wg, le mouvement des miroirs & une fréquence €2 va créer une
paire de photons aux fréquences wy £ ). L’opérateur a,, étant 'opérateur d’annihilation lié a
la fréquence w, nous introduisons la notation

d+ - dw0+Q d_ - CALUJO_Q (350)

afin de ne pas trainer de trop grands indices dans les développements qui suivent. Notons que
typiquement les fréquences du laser et de 'onde gravitationnelle sont respectivement de I'ordre
de wy ~ 10" Hz et Q ~ 27-100 Hz et on utilisera donc fréquemment le fait que wy > Q. Le but
de cette section étant de réécrire 'opérateur champ électrique sous une autre forme, rappelons
son expression (3.8)

A > hw ) )
E ) = (Aw —iw(t—z/c) | ~t Siw(t—z/c) )d ) 3.51
(z,1) /0 @/4760140 Qe +al, e w (3.51)

Ensuite, afin de se conformer aux conventions de la communauté étudiant le bruit quantique

dans les interférométres, nous passons des unités du SI aux unités cgs. Dans notre cas, ceci

1
4meq

opérateurs d’annihilation et de création ainsi que dans le facteur juste aprés l'intégrale. On

obtient donc
. < [2mhw , » dw
B 1) = <Aw —tw(t—z/c) | at 'Lw(tfz/c)>_. 3.52
(1) /0 Vo (e Tl e 27T (3.52)

avec les relations de commutation

— 1. De plus, nous intégrons un facteur /27 dans les

implique de faire le changement

G, 0] = 276 (w — W) [, du] = 0. (3.53)

w/

Nous allons a présent quelque peu modifier 'opérateur champ électrique a ’aide des opéra-
teurs a4. Considérons le premier terme de (3.52) que l'on note ET et sortons tout d’abord le

facteur Cyy = % de l'intégrale. Nous avons alors

) Co [ | d
B () = 0 / W gmiwli—z/o) 19 (3.54)
\/§ 0 [O%)) 2T

Ensuite, nous séparons le champ sur les fréquences latérales a la fréquence fixe wy du laser 3

EWM (z,t) = Co monte-sro /°° \ L Q&+ e HIEO) 4 =8 gz | K2 (3.55)
\/5 0 Wo wo 2w

3. L’intégrale va ici jusqu’a l’infini et ’on pourrait donc penser que ’argument dans la racine du second
terme devient négatif lorsque Q > wgy. Cependant, expérimentalement wy est toujours plus grand que 2 et cet
argument reste donc toujours positif.
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Puisque wy > €2, on peut effectuer 'approximation ,/% ~ 1. Le second terme de (3.52) est
I’hermitien conjugué du premier et on peut donc réécrire 'opérateur champ électrique comme

3 Co [T . 4 ,
E(z,t) = — [efzwo(t—z/c) (d+ e~ Ut=2/c) 4 & em(t,z/c))
V2
wolt—z/c) (21 iQt—2/e) | at —i0(—z/c) )] A
te (al e +al e )5 (356)

Il est alors possible de définir les opérateurs de quadrature a deux photons. En effet, on pose

~

N d++dT— N a+_d1‘_
Qe = —F=— Qg2 = —F=

et on retrouve alors I’évolution de 'opérateur champ électrique selon les fonctions sinus et
cosinus

(3.57)

E(z, t) = C’O/ [cos(wo(t —z/c)) <dc,2 o—iQt—2/c) +d1,2 eiﬂ(t*2/0)>
0

+ sin(wo(t — z/¢)) (&572 e it=z/c) —i—&;2 em(t_z/c)> ] g (3.58)
Les opérateurs a2 et aso sont donc les opérateurs de quadrature dans le formalisme a deux
photons. Ceux-ci étant combinaison linéaire des opérateurs de fréquences w4 (2, ils permettent
de prendre en compte le phénoméne d’intrication qui existe lors d’un processus de création a
deux photons. On remarque que dans le cas dégénéré (€2 = 0), on retrouve bien les opérateurs
de quadrature a.; et a,;. Pour la suite, nous n’utiliserons plus que ces opérateurs de quadra-
ture & deux photons, I'indice 2 ne sera donc pas précisé systématiquement*. Les relations de

commutation entre opérateurs de quadrature a deux photons sont obtenus a partir de (3.53).
On a

6(9), aH(Q)] = [a,(), al(©)] = 2%%5(9 —Q)~0 (3.59)
6:(92), 61()] = [a.(9). 4} ()] = 2imd(Q — ) (3.60)

oll on approxime la premiére relation de commutation a zéro. Cette approximation est justifiée
dans le cadre de la détection des ondes gravitationnelles, ol wy > €. En effet, une telle relation
de commutation non nulle induit du bruit quantique supplémentaire. Cependant, pour une onde
gravitationnelle dotée d’une fréquence trés élevée telle que 10 MHz, ce bruit supplémentaire est
cinq ordres de grandeur plus petit que le bruit de grenaille [55]. Un tel effet est donc totalement
négligeable.

3.4.2 Les états comprimés non dégénérés

Maintenant que nous avons un formalisme permettant de considérer des processus a deux
photons, introduisons les états naturellement liés & ces processus : les états comprimés non
dégénérés. A nouveau, on introduit une transformation de Bogoliubov pour chaque opérateur
a+ donnée par [43]

&(f’e) = S(R,0)a.ST(R,0) = a,cosh R+ a' e*sinh R (3.61)

4. Le principe de la détection homodyne ne change pas fondamentalement dans le cas des opérateurs de
quadrature & deux photons par rapport au développement effectué pour ceux & un photon. Nous considérons
donc pour la suite qu’il est possible de mesurer d. 2 et G52 ou une combinaison de ceux-ci de la méme maniére
qu’il est possible de le faire pour d.,1 et as, 1.
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a" = S(R,0)a_S"(R,0) = a_ cosh R + al, ¢**sinh R (3.62)
ou l'opérateur de compression est ici défini comme

~

S(R,6) = exp [R (a+a_ o~ gt g 62“9)] . (3.63)

On voit que les opérateurs relatifs aux fréquences wy £ €2 sont mélangés dans les transformations
(3.61) et (3.62). A nouveau, ceci permet de prendre en compte U'intrication des photons dans un
état comprimé. Remarquons que nous n’avons pas décidé de prendre § = 0 comme nous l'avions
fait dans le cas dégénéré®. Ceci nous servira lorsque nous discuterons des moyens permettant
de dépasser la limite quantique standard. Ce paramétre 6 est appelé I'angle de compression,
nous expliciterons son effet un peu plus loin.

Soit I'état cohérent & deux modes, de fréquences wy & €2, donné par

joy) @ o) = lag,an). (3.64)

[’état comprimé non dégénéré est obtenu a partir de cet état cohérent auquel on applique
l'opérateur de compression S(R, ). On notera cet état comme suit

S(R,0) |ay, ) = |ay, o, (R,0)). (3.65)

Celui-ci est évidemment état propre des opérateurs &(R’G), la valeur propre étant celle liée a la
fréquence correspondante de 'opérateur. Autrement dit, on a

dS-Rﬂ) |O[+, o, (R7 0)> = 0y |Oé+, a_, (R7 9)> (366)
A" oy, a (R, 0)) = a_ |ay, a_, (R,0)). (3.67)

La discussion effectuée dans le cadre des états comprimés dégénérés reste qualitativement
valable pour les états comprimés non dégénérés. Ce qui nous intéressera pour la suite, ce
sera essentiellement le comportement des opérateurs de quadrature lors de 'utilisation d’états
comprimés dans l'interférométre. Nous aimerions donc exprimer ceux-ci a 'aide des opérateurs
df’e . Pour cela, on mutliplie (3.61) par cosh R et I’hermitien conjugué de (3.62) par sinh R.
En prenant la différence du premier résultat avec le second, on obtient

T,
ay = af"” cosh R — (&(_R’G)> ¢?? sinh R. (3.68)

De méme, en multipliant (3.61) par sinh R et hermitien conjugé de (3.62) par cosh R et en
prenant la différence du second résultat avec le premier, on obtient

T )
al = (ng,9)> cosh R — &(f’e) e 2% sinh R. (3.69)

Connaissant 'expression des opérateurs de quadrature exprimée dans (3.57) et a aide des deux
expressions obtenues juste avant, on trouve

&(R,e>+<&<R,9)>T &<R,e>7<d<R,9)>*
a. = | ——=—2 | (cosh R — cos20sinh R) — | ———— | sin20sinh R (3.70)

V2 iv2

5. Nous avions deux angles 6, et 62 dans le cas des états comprimés dégénérés. On peut se ramener au cas
a un seul angle en mettant simplement un facteur de phase global en évidence. Puisque I'on ne considérera pas
de superposition d’états comprimés, ce facteur global est physiquement inutile et on peut donc le supprimer.
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d(R,e))_(d(Rm)T d(R,e)Jr(d(R,e))T
as = +T (cosh R + cos 20 sinh R) — +Tf sin 26 sinh R. (3.71)

Notons que les opérateurs dans les membres de droite sont en fait les opérateurs de quadrature
. (RS ~ (R0 - .
comprimeés al ) et ag ). En effet, on vérifie aisément que

.I.
dSrR’e) I (d(R,G))

" = S(R,0)a.ST(R,0) =
a a
C Y Cc Y \/§

(3.72)

.I.
&iR,G) _ (d(R,G))

0" = S(R,0)a,ST(R,0) =
s (R,0)a,5"(R,0) 3

(3.73)

A Taide des transformations de Bogoliubov ou en manipulant les expressions (3.70) et (3.71),
il est possible d’exprimer les opérateurs de quadrature comprimés selon les opérateurs de qua-
drature habituels. On obtient

"9 — 4.(cosh R + cos 20 sinh R) + @, sin 20 sinh R (3.74)

al

alt? = g, (cosh R — cos 20 sinh R) + G, sin 20 sinh R. (3.75)

Lorque I'on utilise les états comprimés, on a donc deux choix. Soit adopter le point de vue de
Schrédinger et considérer que c’est 1’état quantique qui est comprimé et que les opérateurs de
quadratures sont inchangés. On utilise alors I'état |a,, a_, (R, 0)) et les opérateurs a. et a,. Soit
adopter le point de vue de Heisenberg, 1’état quantique |y, «_) ne change pas et ce sont les
opérateurs de quadrature qui sont comprimeés et donc donnés par dﬁR’e) et &gR’G). Les résultats
physiques obtenus dans chaque cas sont bien évidemment les mémes.

Afin de déterminer les incertitudes sur la mesure d’un des opérateurs de quadrature, il faut
utiliser un autre outil que la variance car nous sommes passés dans le domaine fréquentiel pour
que nos opérateurs dépendent de la fréquence €2 d’une onde gravitationnelle. Cet outil est bien
connu dans le cadre de I'analyse de données puisque c’est la densité spectrale de puissance
notée S. La variance d’'un opérateur quantique o défini dans le domaine temporel est reliée a
la densité spectrale S, de 'opérateur o défini dans le domaine fréquentiel au travers de |[8]

oo
@W:/,ymﬁf (3.76)
0 2m

La variance est donc simplement la somme des densités spectrales a toutes les fréquences du
spectre continu. Dans notre cas, cette densité spectrale va nous donner la puissance du signal
que le bruit quantique va induire dans l'interférométre pour chaque fréquence {2 d’une onde
gravitationnelle. Le meilleur cas serait donc quand la densité spectrale est nulle a toutes les
fréquences puisqu’alors aucun signal parasite dii au bruit quantique ne serait mesuré. Notons
que l'analyse du signal d’une onde gravitationnelle passe aussi par sa densité spectrale de
puissance. Il est donc aisé de savoir si un bruit & une certaine fréquence permet ou non de
détecter une onde gravitationnelle ayant une fréquence 2. Si la densité spectrale du bruit est
plus élevée que la densité spectrale du signal de 'onde gravitationnelle, il y a de fortes chances
pour que cette onde ne soit pas détectée. Dans la suite, afin de distinguer la densité spectrale
de puissance liée au bruit de celle liée au signal d’'une onde gravitationnelle, nous nommerons
cette premiére densité spectrale de bruit.
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FIGURE 3.6 — A gauche, on représente le champ électrique selon sa phase dans le cas d'un
état cohérent. Comme précisé précédemment, I’état cohérent peut étre vu comme un champ
électrique classique auquel on ajoute des fluctuations quantiques du vide. A droite, on retrouve
le schéma de l'ellipse sur un baton dans ’espace des quadratures pour cet état cohérent. La
mesure la plus probable qui est la moyenne de 'opérateur champ électrique se trouve au milieu
du cercle représenté par une fleche. Ensuite, le cercle s’amenuise sur les bords car les valeurs
extrémes ont moins de chance d’étre observées. La variance des deux opérateurs étant la méme,
Iellipse se réduit a un cercle. [§].

Passons a la définition mathématique de cette densité spectrale [56]. Pour deux opérateurs
quantiques 61(2) et 02(£2) s’appliquant sur un état [¢), on définit la densité spectrale de bruit
comme

78016, (Q)S(Q — Q) = (1] 61(Q)0L(Y) + 65(2)61(Q) [¥) - (3.77)

Le fait de définir cette densité sur deux opérateurs permet de prendre en compte les corré-
lations pouvant exister entre eux. Nous allons voir que de telles corrélations existent pour
les états comprimés. Pour 'opérateur a. dans I'état du vide, en tenant compte du fait que
[0, L, _q] = 276(Q — ), on obtient

21S5,4.0(Q — Q) = (0] a.(Q)al () + al ()a.(Q) |0) = 276(Q — )

<~ S&Cac = Scc =1. (378)

Puisque l'on a trois autres densités a calculer, on préfére généralement introduire la matrice
des densités spectrales de bruit. Pour nos deux opérateurs de quadrature a. et a, dans 1’état

du vide, on a
Scc Scs _ 10
{Ssc SSJ_{O J. (3.79)

Le bruit sur les deux quadratures ont ainsi la méme intensité puisque leurs densités spectrales
de bruit sont égales. Considérons a présent un état du vide comprimé |0, (R, 0)) de facteur de
compression R positif et d’angle de compression ¢ = 0. Sachant que S.. = S, = 1 dans le cas
du vide et en s’appuyant sur 'effet d'une compression sur les opérateurs de quadrature donné
dans (3.74) et (3.75), on obtient aisément la matrice

See S e?® 0
o = o - (3.80)
Ssc Sss 0 €
On voit qu’aucune corrélation n’est créée entre opérateurs de quadrature. De plus, on retrouve
leffet déja observé dans le cas des états comprimés non dégénérés ol le bruit sur la quadrature

a. est augmenté alors que le bruit sur la quadrature a4 est diminué. Nous avons donc bien affaire
a des états comprimés. Pour avoir une compression sur 'opérateur de quadrature a., soit on
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FIGURE 3.7 — Représentations des champs électriques selon leur phase et schémas correspon-
dants de V'ellipse sur un baton, selon plusieurs compressions différentes & 10 dB. A gauche, on
a un état comprimé non vide avec un angle de compression § = 7/2. On voit clairement, en
dessous, que les mesures éloignées de la valeur moyenne sont beaucoup moins probables sur a.
par rapport a I'état cohérent de la Figure 3.6. Ceci se faisant au détriment du bruit présent
sur la quadrature a,. De plus, on remarque a nouveau que le champ électrique a une variance
dépendante du temps dans le cas des états comprimés selon la quadrature sur laquelle il passe.
Au milieu, I'angle de compression est # = 0, on voit donc qu'on a l'effet inverse que le cas
précédent. Enfin & droite, on a un état comprimé du vide avec un angle § = 7 /4. On voit que 0
correspond bien & un certain angle formé par I’axe principal de l'ellipse et ’axe des ordonnées,
d’ott son nom d’angle de compression. La compression n’est plus aussi simple que dans les deux
cas précédents, ceci étant di aux corrélations induites entre opérateurs de quadrature [8].

considére un R négatif, soit on garde ce dernier positif et on considére un angle § = 7 /2. De
maniére générale, la deuxiéme option est privilégiée, on a donc

See  Ses e 2l
[SSC SSJ _ { ) em} | (3.81)
Enfin, considérons le cas le plus général, celui ou 'angle de compression est quelconque. A

nouveau, en utilisant (3.74) et (3.75), on obtient la matrice des densités spectrales dans 1'état
0, (R, 6))

{SCC Scs] B [eQR —4 cosh Rsinh Rsin® 6 2 cosh R sinh R sin 26 (3.82)

See  Sis 2 cosh R sinh R sin 20 e 2R 44 cosh Rsinh Rsin? 6|

On remarque que 'angle de compression induit des corrélations dans les bruits des opérateurs
de quadrature. Nous verrons que dans le cadre de la réduction du bruit quantique, ces corré-
lations sont trés importantes et sont le coeur méme de l'utilité des états comprimés dans les
interférométres & venir.

Pour donner une représentation graphique de chacun des cas que 'on vient de voir, on peut
introduire ce que l'on appelle I'image de Pellipse sur un baton (voir Figures 3.6 et 3.7). Celle-ci
prend place dans ’espace des phases induit par les opérateurs de quadrature a. et a, et peut
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étre vu comme la projection de la fonction de Wigner sur le plan de cette espace des phases®.
Afin de tenir compte du fait que toutes les valeurs mesurables n’ont pas la méme probabilité, on
dessine une ellipse (ou un cercle dans le cas de ’état cohérent) dont les bords s’amenuisent afin
de tenir compte du fait que des valeurs éloignées de la moyenne ont une probabilité moindre
d’étre observées.

Nous nous sommes longuement épanchés sur les états comprimés. Cela n’a pas été fait en
vain. En effet, nous verrons qu’a l'aide des matrices de densités spectrales déterminées précé-
demment, nous pourrons trés rapidement inclure les effets de 1'utilisation des états comprimés
sur le bruit quantique dans I'interférométre Michelson.

6. Il faut cependant faire attention car la fonction de Wigner est une fonction de quasiprobabilité. Elle peut
en fait prendre des valeurs négatives et sa projection sur un plan n’a alors plus beaucoup de sens puisque les
valeurs positives et négatives sont alors mises sur un méme pied. Toutefois, dans le cas des états cohérents et
comprimés, la fonction de Wigner est toujours positive.
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Chapitre 4

Le bruit quantique et la limite quantique
standard

4.1 Traitement quantique de 'interférométre Michelson

Venons-en a présent au coeur du sujet de ce travail, le calcul du bruit quantique. Durant
les années 1970, une controverse est née pour savoir d’otl provient le bruit de pression de
radiation dans I'interférométre. Rainer Weiss avait postulé que ce sont les fluctuations de I’état
cohérent venant du laser qui produisent des différences dans le mouvement des miroirs [57]. Ces
fluctuations venant du port symétrique, elles ne doivent normalement pas induire de différence
de chemin entre les bras de I'interférométre car leurs effets sont identiques sur chaque miroir.
Cependant, Weiss avancait que la symétrie n’est pas parfaite et que le bruit vient bien du laser.
[’argument n’était cependant pas convaincant, si bien que I'origine du bruit quantique restait
un mystere.

C’est finalement Carlton Caves, en 1980, qui a résolu cette énigme en effectuant un déve-
loppement quantique de Pinterférométre [58]. Il a alors mis en évidence que le bruit quantique
(aussi bien le bruit de pression de radiation que le bruit de grenaille) provient plutot des fluc-
tuations de I’état du vide rentrant par le port antisymétrique et se superposant a I’état cohérent
du laser (voir [59] pour son article plus détaillé). C’est donc le vide qui sera la principale source
de bruit dans la prochaine génération d’interférométre !

Pour démontrer cela, nous nous baserons sur un développement plus récent qui est a pré-
sent utilisé comme base pour tous les calculs des différentes configurations de 'interférométre
[60]. Cependant, contrairement & cet article, nous omettrons d’inclure les pertes optiques qui
peuvent survenir durant la propagation du champ électrique dans 'instrument. Pour une réelle
estimation du bruit quantique, ces pertes sont évidemment a prendre en compte, toutefois, elles
ne nous seront conceptuellement d’aucune utilité pour la suite.

4.1.1 Les champs dans l'interférométre

Considérons un interféromeétre Michelson muni de cavités Fabry-Perot dans le but d’aug-
menter I'intensité lumineuse dans les bras. Afin de bien cerner d’ou viennent les différents bruits
quantiques, nous devons déterminer la forme que prend le champ électromagnétique a la sortie
de I'interférométre en fonction de ceux entrant dans celui-ci. Pour cela, il va donc falloir partir
de ces champs entrants et suivre pas a pas leur évolution et leur interaction avec les différents
composants optiques. Notons que nous ne considérerons les champs qu’a des positions précises
dans l'interférométre, ainsi seule la variation temporelle des opérateurs sera explicitement ex-
primée. La variation spatiale sera ponctuellement décrite a ’aide d’une certaine phase liée a la
longueur des cavités. Enfin, contrairement au cas classique, il y a ici deux champs qui entrent
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dans l'interférométre, le laser provenant du port symétrique mais aussi I’état du vide venant
du port antisymétrique.

Commencons par I’état du vide. L’opérateur permettant de décrire ce champ qui se propage
dans l'interférométre est 'opérateur champ électrique & deux photons que 'on réécrit ici sous
la forme

R % . , , , dQ
E(t) = C’O/ [cos(wot) (ace™ ™ +al e ) + sin(wot) (as e +al ) ] o (4.1)
0 77

otl, pour rappel, Cy = 4/ %. Dans la suite, afin de différencier les champs quantiques présents

dans les différentes parties de I'interférométre, nous utiliserons différentes lettres pour désigner
les opérateurs de quadrature a. et a,. L’état du vide entrant par le port antisymétrique est
donc décrit par les opérateurs a. et as tandis que le laser entrant par le port symétrique sera
décrit par les opérateurs d, et dj.

Passons a présent au champ électrique provenant du laser. Celui-ci est dans un état cohérent
que l'on qualifie de quasi-classique car son intensité est trés élevée. Comme nous ’avions précisé,
un état cohérent peut étre vu comme un état du vide muni de ses fluctuations quantiques, auquel
on ajoute une amplitude classique. Suivant ceci, nous séparons l'opérateur champ électrique

Fl.ser €n deux termes, le premier donnant sa valeur moyenne classique et le second représentant
ses fluctuations quantiques, autrement dit

Elaser = <Elaser> + 5E1aser~ (42)

[’intensité du laser qui permet d’obtenir la partie classique est donnée par

Aco=—2;
]0 = _<Elaser>2 (43)

47
ot la barre supérieure signifie que 'on prend la moyenne sur plusieurs périodes du champ. Le
laser est de fréquence wy et en se rappelant que la partie réelle du champ électrique dans le cas
d’un état cohérent se situe sur sa quadrature en cosinus, on voit que

(Elaser) = V/2C,D cos(wot) (4.4)

on D = @/;;U—ON vérifie bien I'équation (4.3)!. Ce champ classique d’intensité I, est appelé le
champ porteur. Les fluctuations du vide s’ajoutant a cette partie classique prennent la forme

(4.1). On obtient donc comme opérateur champ électrique pour le laser

~ +oo ‘ o a0
Elaser - C(] [COS(Wot) (\/iD + / (dc e*ZQt +di eth ) 2_)
0 ™

: oo s —iQt | 3t iQt ds2
+ sin(wyot) (dse ™ +dle )2— . (4.5)
0

™

Nous voyons que ce champ est bien le méme que pour 'état du vide entrant par le port
antisymétrique mais auquel on rajoute une partie classique de fréquence wy. Remarquons ici
que déterminer les opérateurs de quadrature d’un champ revient a déterminer le champ lui-
méme. Nous ne trainerons donc pas toutes les intégrales tout au long des calculs mais nous nous
concentrerons seulement sur ces opérateurs. Pour la suite, nous ajouterons un indice supérieur
n ou e selon que 'on parle du champ électrique dans le bras nord ou est de I'interférométre.

1. La valeur moyenne d’un cosinus carré sur une période est 1/2.
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FIGURE 4.1 — Dénominations des différents opérateurs au niveau de la lame séparatrice [54].

La lame séparatrice

Nous avons donc nos deux champs de départ ; voyons comment ils vont évoluer dans I'in-
terféromeétre. Le premier élément avec lequel ceux-ci vont interagir est la lame séparatrice. A
la sortie de celle-ci, le champ porteur est séparé en deux, une partie allant dans le bras nord
et autre dans le bras est. Son intensité est ainsi divisée par 2 et son amplitude par /2. Le
champ porteur est donc donné aprés son passage dans la lame séparatrice par

(Epe ) = CoD cos(wot). (4.6)
Pour les champs quantiques, la lame séparatrice va mélanger les opérateurs de quadrature des
champs venant des ports symétrique et antisymétrique. Ainsi, le champ électrique quantifié,
défini par les opérateurs de quadrature fc et fs, présent dans la cavité entre la lame séparatrice
et le premier miroir de la cavité Fabry-Perot est donné au nord et a l'est par (voir Figure 4.1
pour la dénomination des différents champs au niveau de la lame séparatrice) [60]

d; + a; . dj—ay
= = L 4.7
Vo v 0

L’indice j = ¢, s permet de différencier les opérateurs de quadrature a. et a,. Ce sera tout
pour la lame séparatrice, la prochaine étape étant de faire passer ces champs dans les cavités
Fabry-Perot.

1

Les cavités Fabry-Perot

Désignons les miroirs a 'avant et au bout de la cavité Fabry-Perot comme étant respective-
ment le miroir intérieur et le miroir extérieur. Notons R et T les coefficients de réflexivité et de
transmissivité des miroirs intérieurs des deux cavités Fabry-Perot. Nous considérerons que les
miroirs extérieurs sont absolument réfléchissants et que donc R = 1 et T' = 0. Ceci est en accord
avec l'expérience puisque les miroirs extérieurs sont extrémement réfléchissants afin de ne pas
laisser la lumiére s’échapper hors de 'interférométre. Quoiqu’il en soit, les miroirs intérieurs ont
tout de méme un coefficient de réflexivité trés élevé afin de maximiser le nombre d’aller-retours
effectués par la lumiére et nous avons donc R > T. Enfin, notons que le développement pour
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FIGURE 4.2 — Dénominations des différents opérateurs dans une cavité Fabry-Perot [54].

une cavité Fabry-Perot tient aussi pour 'autre. Nous ne préciserons donc pas si nous sommes
dans le bras nord ou est.
Une fois passé le miroir intérieur, le champ porteur est donné par

. 2D
E"C ) = Cy—= cos(wpt). 4.8
< 1aser> Oﬁ ( 0) ( )

Un coefficient de résonance 2/ VT a été introduit afin de tenir compte de Pamplification die &
la cavité. Pour simplifier, nous ajustons la longueur initiale L des cavités Fabry-Perot de telle
sorte que celle-ci soit un nombre entier de longueur d’onde du champ porteur de fréquence wy.
Ce dernier n’acquiert donc pas de déphasage de par son passage dans les bras de I'instrument,
en I'absence d’ondes gravitationnelles.

Pour ce qui est des opérateurs de quadrature, introduisons }j les opérateurs du champ se
déplacant vers le fond de la cavité Fabry-Perot. Définissons en méme temps les opérateurs /%j
du champ se déplacant vers 'avant de la cavité (voir Figure 4.2). Les opérateurs }j sont donnés
par la somme du champ venant de la lame séparatrice, représenté par les fj, et du champ
se réfléchissant sur le miroir intérieur, donc représenté par les l%j. En prenant en compte les
coefficients de réflexivité et de transmissivité du miroir, on a

jj = \/T]EJ + \/E/%] (4.9)

Contrairement au champ porteur, les champs donnés par j; et k; étant de fréquences wy =+ €2,
ils vont acquérir une phase relative dtie & leur propagation dans les bras de 'interférométre.
Ainsi, au miroir extérieur, les opérateurs de quadrature deviennent

jj — jj eiQL/c ]%j — ];'j eiiQL/c . (410)

Un signe négatif apparait sur la phase des l%j car le champ se déplace dans le sens inverse des
J;- Enfin, le champ donné par les j; se réféchit sur le miroir extérieur absolument réfléchissant
et nous avons donc? A

kj e—zQL/c _ jj ezQL/c ) (411)

En I’état, nous avons déterminé les champs électriques se déplacant dans la cavité Fabry-Perot.
Cependant, nous n’avons pas pris en compte que la longueur des bras de I'interférométre pouvait
évoluer au cours du temps. Voyons donc ce qu’une telle évolution peut induire comme effet.

2. On peut ici considérer les pertes optiques diies a I’état du vide rentrant dans la cavité au travers du miroir
extérieur [60]. Cependant, nous ne prendrons pas en compte cet effet afin de ne pas alourdir le calcul.
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Effet du passage d’une onde gravitationnelle

Introduisons X (t), le changement de longueur d’une cavité Fabry-Perot di au passage d’une
onde gravitationnelle d’amplitude h(t). De la forme de I'onde gravitationnelle dans la jauge TT
donnée par (1.9) et du changement de longueur d’un bras donné par (1.16), on obtient

X"(t) = %h(t)L Xe(t) = —%h(t)L. (4.12)

Précédemment, nous avions choisi la longueur de la cavité Fabry-Perot de telle sorte que le
champ porteur n’acquiére pas de phase relative lors de son déplacement. Cependant, la distance
2X(t) (un X(t) a Ialler et un au retour) supplémentaire que le champ porteur doit parcourir
n’a aucune raison d’étre conforme a cette régle. Cette modification de la longueur des bras de
linterférométre va donc induire une phase dans le champ porteur. Juste aprés que celui-ci se
soit réfléchi sur le miroir et qu’il soit retourné a la position initiale du miroir, le champ porteur
sera donné par

<Egseer> 002—\/_1; cos (wo(t — 2X(t)/c)) . (4.13)
La quantité X (¢) étant extrémement faible (le milliéme de la taille d’un proton), nous pouvons
effectuer un développement limité du cosinus, et en introduisant la transformée de Fourier de
X (t), nous obtenons

A 2D
E?’L e C -
< laser> 0 \/T

+o0
\2/—1; (Cos(wgt) + sin(wot)z—io X(Q)e ¥ g) : (4.14)
Ce développement limité fait apparaitre une dépendance en sinus dans la partie classique du
champ électrique. Or, le champ électrique classique ne peut avoir qu'une dépendence en co-
sinus. Pour remédier a cela, nous allons faire passer le terme ayant une dépendance en sinus
sur les opérateurs de quadrature présents dans la cavité. Puisque l'effet d’'un changement de
longueur se fait sentir sur le champ porteur aprés réflexion au niveau du miroir extérieur, nous
allons considérer le champ quantique se trouvant en cet endroit. Autrement dit celui relatif aux
opérateurs de quadrature k Exprimons donc ce champ, noté Ek, dans son entiéreté

(cos(wot) + sin(wyt) 22’°X(t))

—00

. 00 . o A P dQ
Ei(t) = C’O/ [cos(wot) (k:c e M LT emt> + sin(wot) (k:s e M LT emt) } 5 (4.15)
0 T
Par identification, en comparant (4.14) et (4.15), on voit que la dépendance sinusoidale du
champ classique peut en effet étre transférée sur les opérateurs de quadrature du champ E), au
travers des contributions

2D 2WOX 0 4 IQCL)OX

Fhe =0 0k = == EX(®) = 2/ 37 X(@) (4.16)

Enfin, pour obtenir les opérateurs /%j, il suffit de rajouter ces 0k; a I’équation (4.11) que 'on a
définie au niveau du miroir extérieur. On obtient alors

ke e/ = 5 e 4 6. (4.17)

Physiquement, ceci traduit la création des bandes latérales de fréquences wy + €2 qui avaient
justifiée I'introduction du formalisme & deux photons. C’est ce report d’intensité du champ por-
teur sur le champ Ey qui va permettre de mesurer le mouvement des miroirs de l'interféromeétre
et donc de détecter 'onde gravitationnelle.
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Sortie de la cavité Fabry-Perot

Voyons donc de quelle maniére ces bandes latérales vont arriver au port antisymétrique.
Notons g; les opérateurs de quadrature du champ sortant de la cavité Fabry-Perot (voir Figure
4.2). A nouveau, en tenant compte des coeflicients de réflexivité et de transmissivité du miroir
intérieur, nous avons

G, = —VRfj + VTk;. (4.18)
Les opérateurs f] sont connus car directement donnés par les champs venant des ports symé-
trique et antisymétrique (voir (4.7)). Par contre, les k; ne sont pas directement reliés a ces
champs et il faut donc manipuler (4.18) afin qu’ils ne soient exprimés qu’au travers des f; et
du signal de 'onde gravitationnelle donnée par les dk;. Pour cela, on prend I'équation (4.17) et
on remplace j; par son expression dans (4.9). En isolant les opérateurs k;, on obtient alors

iQL/c f iQL
- JTRe*0L/e f; 4 §k; e?L/e

k: = . 4.1
J 1 — V/Re2iQL/c (4.19)

En injectant cette équation dans (4.18) et en se rappelant que R+ T = 1, on obtient
X e2iQL/c _\/E . \/TeiQL/c
g; = ; )fj + - 5]€J
1— \/EG2ZQL/(‘ 1— \/ﬁemQL/c

Le coefficient de réflexivité des miroirs R = 1—T étant trés proche de I'unité et puisque Q—CL < 1,
on peut faire les approximations suivantes en ne gardant que les termes du premier ordre

(4.20)

VR e/ ~ 1 1 — VR e/ 1 [(1—=T/2)(1+2iQL/c)] =~ %(7 — Q) (4.21)

avec y = % que I'on appelle la demi-largeur de bande de la cavité Fabry-Perot. En utilisant
ces approximations, on trouve

(¢/2L)2T

i3
72+Q2 € (Sl{ij (422)

9= e+

ou f = arctan(£2/7). On voit que les champs de fréquence wy + € acquiérent une phase 2i
lors de leur passage dans les cavités Fabry-Perot. Remarquons que le terme donnant le signal

—1
de I'onde gravitationnelle évolue comme /72 + Q2 . Dans le cas ou €2 > ~, ce terme est
ainsi atténué par un facteur 1/€2. L’interféromeétre agit donc comme un filtre passe-bas sur la
fréquence €2 des ondes gravitationnelles.

La lame séparatrice : le retour

Finalement, a I'aide des g; venant des bras nord et est, on peut déterminer les opérateurs
de quadrature b; du champ sortant de l'interféromeétre par le port antisymétrique. En effet, le
passage par la lame séparatrice nous donne

)

En utilisant I'expression des f; (4.7), des 6k; (4.16), des §; (4.22) ainsi que les changements de
longueur des bras di au passage d’une onde gravitationnelle (4.12), on obtient

(4.23)

R rn__ fe\ .2i8 )
b (fc fc)e _ e?zﬁ (424)

C - aC
V2
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(2 = J) e [(e/2L)°T (3ky — okg) e
V2 7+ V2
V2 i Towy

by =

= a4, 4= ————(X"(Q) — X4(Q
e T h(72+§22)( (€2) (€2))
. 4 Tyw
= G, *7 4267 | 22 h(Q 4.2
as®? V2 h(72+§22)h( ) (4.25)

ot 1() sont les coefficients de la transformée de Fourier de h(t). Ces quadratures b; sont celles
du champ mesurable par photodétection et vont donc nous permettre de déterminer la forme
du bruit quantique. Voyons ce que ’on peut tirer de cette expression. Tout d’abord, on voit
que le signal d’'une onde gravitationnelle n’apparait que sur le second terme de bs. 11 semble
donc judicieux de mesurer cette quadrature & 'aide de la détection homodyne. Au niveau du
bruit quantique, comme nous n’avons pas encore introduit le bruit de pression de radiation, le
premier terme de chacune des quadratures va donc donner lieu au bruit de grenaille. L’état 1ié
a lopérateur as entrant par le port antisymeétrique étant ’état du vide, la densité spectrale du
bruit de grenaille est

Shg = Sss = 1. (4.26)

otl l'indice bg signifie bruit de grenaille. Comme nous 'avions annoncé, ce sont bien les fluc-
tuations du vide qui induisent le bruit de grenaille! Remarquons que ce bruit ne dépend ni
de la fréquence €2 de 'onde gravitationnelle ni de I'intensité [y du laser arrivant sur la lame
séparatrice. Cependant, lors d’une mesure, c’est le rapport bruit/signal qui nous intéresse. En
effet, si 'on arrive & augmenter le signal mais que le bruit augmente d’une maniére similaire,
la précision de notre mesure n’en sera pas meilleure. Pour déterminer ce rapport, on définit la
fonction de transfert 7. Cette fonction est souvent utilisée dans la description des amplifica-
teurs linéaires, dont fait partie I'interférométre Michelson [61]. Celle-ci permet de quantifier la
réponse fréquentielle d’un instrument au phénomeéne physique mesuré. Dans notre cas, on a

1
T=VE [ (4.27)

ce qui est simplement le coefficient de h dans (4.25). Le rapport bruit/signal est alors donné

par la densité spectrale

1 h(v? 4 Q?)

= _Sbg =
’T|2 2[0(,00

On peut ensuite définir quantitativement la sensibilité de I'interféromeétre liée au bruit quan-
tique. Celle-ci est donnée par hy,(2) = 1/ S"(€2) et permet de déterminer "amplitude minimale
qu’une onde gravitationnelle doit avoir pour étre détectée. Il vaut donc mieux minimiser hy,(€2)
afin de pouvoir détecter plus d’ondes & une certaine fréquence 2

Nous avions déja dit que l'interférométre est un filtre passe-bas, ce qui se confirme bien
dans Iexpression (4.28) de S". Le bruit de grenaille a beau ne pas dépendre de la fréquence,
le rapport bruit/signal sera tout de méme plus élevé a haute fréquence a cause de cet effet.
De plus, nous voyons que S” sera moindre si 'intensité du laser est augmentée. Remarquons
que sans bruit de pression de radiation, on pourrait ainsi augmenter 'intensité du laser a une
valeur arbitrairement haute pour obtenir une meilleur sensibilité de I'interférométre 3. La limite
quantique standard n’apparait donc pas si on considére uniquement le bruit de grenaille.

S"(9) (4.28)

3. Dans les limites techniques de I'interférométre et si le bruit thermique n’est pas trop augmenté a cause de
cette hausse de l'intensité laser.
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Pour des raisons qui deviendront évidentes un peu plus loin, on introduit deux grandeurs :

le couplage optomécanique
8[00)0

ml2Q2 (72 + Q2)

ainsi que la limite quantique standard (Standard Quantum Limit en anglais, abrégé en SQL)

| 8h

Les noms donnés a ces quantités sont plutét explicites. Nous verrons exactement leurs signifi-
cations physiques lorsque nous aurons introduit le bruit de pression de radiation. Remarquons
déja que

K —

(4.29)

]OWO _\/f_T

= = — 4.31
M2+ Q%) hsor V2 (4.31)
et que 'on peut donc écrire 'opérateur b, comme
. ‘ 2 h(Q
by = a,e*’ +V2K e hisH) (4.32)

hsor

A présent, voyons quelle forme prend le bruit de pression de radiation dans un interférométre.
Pour cela, il faut revenir dans les cavités Fabry-Perot.

4.1.2 Pression de radiation sur les miroirs

Introduisons z,,(t), le changement de longueur d’une cavité Fabry-Perot di a la pression
de radiation du champ électromagnétique s’exercant sur les miroirs*. Le déplacement que les
miroirs subissent a cause de cette pression est trés faible et il est donc légitime de se demander
si xp(t) ne doit pas étre quantifié aussi. Il a été démontré dans [62] que les effets de cette
quantification sont négligeables pour les fréquences () assez éloignées de la fréquence propre
d’oscillations des miroirs suspendus. Cette fréquence se situant autour de 1 Hz, 'effet d’une telle
quantification est totalement masqué par les bruits sismique et newtonien. Nous continuerons
ainsi de noter la longueur xpr(t) comme une simple fonction et non comme un opérateur, et
ceci méme lorsque cette longueur apparaitra dans les opérateurs de quadrature.

Comme nous allons le voir, ¢’est la superposition du champ porteur et des fluctuations
quantiques qui induisent le bruit de pression de radiation. On ne peut donc pas traiter les
champs classique et quantique séparement comme nous l'avions fait jusqu’a présent. Nous
allons donc les réunir dans un méme opérateur. Le champ porteur présent dans la cavité est
donné par

~ 2D
(B )y = (Joﬁ cos(wot) (4.33)

tandis que le champ quantique qui va impacter le miroir extérieur est donné par les opérateurs
Jj, sa forme compléte étant donnée par

. > N , e N . ne dQ
E;(t) = Co/o [cos(wot) (jc e M 44t elm) + sin(wot) <js e i gt e’m> ] o (4.34)

4. Les bruits sismique, newtonien et thermique peuvent évidemment aussi induire des mouvements du miroir.
Toutefois, nous ne nous intéressons qu’au bruit quantique et nous ne les incluons pas dans le développement
présent.
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La superposition des deux champs nous donne ainsi le champ responsable du bruit de pression
de radiation

. o0 2D . o ap N i AE dQ?
E,(t) = CO/ [Cos(wot) <— + Jee M gt emt> + sin(wot) (js e M gt emt) } 5r (4.35)
0

VT

Au passage, il nous faut déterminer ’expression des }'j en fonction des fj afin de relier le bruit de
pression de radiation aux champs entrant dans I'interférometre. Pour cela on utilise 'expression
des j; (4.9) et des k; (4.17). En isolant j;, on obtient alors

S \/Tf] + \/EeiQL/Cdkj

_ 4.36
Ji 1 — /R e20L/c ( )
En réutilisant les approximations (4.21), on peut simplifier cette expression pour avoir
. Tf; + ok;
- VTf;+ 0k (4.37)

ERE T

[

Voyons a présent comment calculer le bruit de pression de radiation. Comme nous 1’avons
déja vu, la puissance d’un champ électrique est donnée par W = %E% ol ’on moyenne sur
plusieurs périodes du champ de fréquence wy. En effectuant le carré de Epr, des termes croisés
proportionnels & cos?(wot), sin?(wot) et cos(wot) sin(wot) vont apparaitre. Cependant, comme
seul cos?(wpt) a une moyenne non nulle, les seuls termes restant sont donc ceux proportionnels
a ce facteur. De plus, les termes comprenant un produit entre deux opérateurs j'j donnent des
fluctuations d’ordre deux que 'on peut négliger. Ainsi, la puissance s’exercant sur les miroirs
prend la forme

- *dQ [dY——
W CO/O o /0 5, C08 (wot)

4D? 2D /- . e N ot me e
% i ( i 4 I Qi 4 ' eIVt | Ag Qi t)) (4.38
(—T 7 J J J (4.38)

Le premier terme 4D?/T est Peffet du seul champ porteur sur les miroirs. Celui-ci va induire
les mémes mouvements dans chacun des bras et ceux-ci n’apparaitront donc pas au niveau du
port antisymétrique. Remarquons ensuite que les deux intégrales sont en fait les mémes, on
peut donc n’en garder qu'une seule que 'on multiplie d'un facteur 2. I’opérateur donnant la
puissance du bruit de pression de radiation est donc donné par

. ©AQ /2D /0 o ae
oW, = C? — [ == (e M gt e ) ). 4.39
=[5 (52 (e itom) (4.39)

Nous remarquons que les termes restant dans (4.39) sont les termes croisés entre le champ por-
teur et le champ quantique. Physiquement, c¢’est donc bien la superposition de ces deux champs
qui induit le bruit de pression de radiation comme nous I’avions annoncé. La conséquence est
que 'augmentation de 'intensité du laser est suivie d’'une augmentation du bruit de pression
de radiation dans les cavités Fabry-Perot. Vu notre discussion sur le bruit de grenaille, on sent
déja poindre la limite quantique standard. Finalement, en utilisant 1’expression des j'j que 'on
a déterminée juste avant, on obtient

6Wpr = / ﬂﬁ; oM @
o (L/e)(y—1iQ) 2m

ol h.c. signifie I’hermitien conjugué du terme précédent.

+ h.c. (4.40)
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Pour voir l'effet que cette fluctuation de puissance peut avoir sur les miroirs, exprimons
déja la force qui s’exerce sur ceux-ci. Pour la lumiére, I’énergie E est reliée & I'impulsion p par
E = pc. La puissance et la force étant les dérivées temporelles de respectivement 1’énergie et
I'impulsion, on a ainsi comme force de pression de radiation

200,
F,, = —*. (4.41)
c
Le facteur 2 provenant du fait que le champ est réfléchi et non pas simplement absorbé. L’équa-
tion de Newton nous permet alors d’obtenir I’évolution de la longueur de la cavité Fabry-Perot

dit au bruit de pression de radiation. On a

Py (t) _ 40Wp(t) (4.42)

dt? mc

oll un facteur 2 a encore été ajouté car la force s’applique sur les deux miroirs de la cavité. Pour
résoudre cette équation différentielle, on peut simplifier en prenant la transformée de Fourier
de x,,(t) pour les seules fréquences positives. L’hermitien conjugué de cette solution permet
ensuite de directement trouver celle pour les fréquences négatives. On a donc pour les fréquences

positives
& i dS2 4
—92/ Tpr () e — =
0

2 mc

/OO Viohwo fe—mt@
o (L/o)(y—i2)"™" 2

A/ Iohwy &

S 1, () = — - . 4.43
Zpr(Q) mQ2L(y — i) ( )
On trouve alors la différence de longueur dans les bras X,,, =z}, — z,, soit
321hhwy S
X (Q) = _\/m2L2QQ(’yz n Qz)ace : (4.44)

Avec les quantités K et hggr que 'on avait définies plus haut, on obtient finalement

K .
X (Q) = —4/ 5 Lhsquae e (4.45)

Remarquons que le couplage optomécanique apparait a la fois dans X, et dans le terme de
135 donnant le signal de 'onde gravitationnelle. Celui-ci permet donc de quantifier 'amplitude
du mouvement que le miroir va effectuer sous la pression d’une onde électromagnétique d’une
certaine fréquence et intensité. Et inversément, il permet aussi de quantifier la réaction de 'onde
par rapport au mouvement du miroir. Le bruit de pression de radiation est donc intrinséque
a la mesure du changement de longueur d’une cavité puisque tout deux résultent du méme
phénomeéne, le couplage entre miroir et onde électromagnétique.

4.1.3 La limite quantique standard

Nous I’avons vu, une variation dans la longueur des bras de la cavité Fabry-Perot induit un
transfert de puissance du champ classique vers le champ quantique décrit par les opérateurs l;‘j.
Pour prendre en compte X, dans le calcul de la densité spectrale de bruit, il suffit de rajouter
celui-ci & X dans lexpression des 0k; (4.16). On peut alors obtenir I'expression définitive des

quadratures du champ électromagnétique sortant de l'interférométre en reprenant ’équation
(4.25). On obtient

~

be = ac % <446>
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Caractéristiques aLIGO aLIGO+ Voyager CE ET BF ET HF
Longueur bras [km)| 4 4 4 40 10 10
Masse miroirs [kg| 40 40 200 320 211 200
Puissance Iy [kW] 5,2 5,35 3 ? 1,5 10,8
Puissance F-P [kW] 710 750 3000 2000 18 3000

Longueur d’onde A\ [nm| | 1064 1064 2000 1550 1550 1064
Facteur compression [dB] 0 6 8 10 10 10

TABLE 4.1 — Caractéristiques des interférométres alLIGO, al.LIGO+-, Voyager, Cosmic Explorer
(CE) et du téléscope Einstein (ET) pour la détection des ondes gravitationnelles a basses
fréquences (BF) et a hautes fréquences (HF). Seul aLigo est actuellement opérationnel, les
valeurs reprises dans le tableau étant celles correspondant & avant le ler avril. On a dans
I'ordre : la longueur des bras, la masse des miroirs, la puissance du laser a la lame séparatrice et
dans les cavités Fabry-Perot et la longueur d’onde du laser. Le dernier paramétre est le facteur
de compression qui nous servira dans le prochain chapitre [16, 63, 17].

5 V2, Towo
by =a,e2P + 126 | 2 (1X™(Q) — X¢(Q X,
9 8Ipw 5 A 5 h(Q2)
= 4. 28 0%0 2ip V2K e 4.47
ase +mLQ(’yQ ) e a, + e hsor ( )

Le coefficient devant a. dans la derniére équation est trés exactement K et on a donc

~

bs = (a5 — Kac) P +v2K - eif. (4.48)

A T'aide de cette expression, on peut discuter de maniére plus approfondie du bruit quan-
tique. Pour avoir une idée des différentes valeurs des paramétres Iy, m,..., la Table 4.1 reprend
quelques caractéristiques de différents interférométres.

Remarquons déja que tant le bruit de grenaille que le bruit de pression de radiation sont
donnés par les opérateurs a;. Ceux-ci étant liés a I’é¢tat du vide entrant par le port antisymé-
trique, ce sont donc bien les fluctuations du vide qui induisent le bruit quantique limitant la
précision des interférométres a ondes gravitationnelles!

Ensuite, considérons que nous mesurons toujours la quadrature bs a laide d’une détection
homodyne. Pour déterminer les densités spectrales de bruit, définissons 7y, = €% a4 et i, =
e?® Ka,, les opérateurs donnant respectivement le bruit de grenaille et le bruit de pression de
radiation. Vu les densités spectrales pour 1’état cohérent du vide S.. = Sss = 1 calculées au
chapitre précédent, on a

Spy=1 Sy =K (4.49)

La sensibilité de 'interférométre liée & chaque bruit est donc

8[00.10
Moy =\/Sog =1 hp=1/Sp =K = D T (4.50)

Contrairement au bruit de grenaille qui ne dépendait ni de 2 ni de Iy, le bruit de pression de
radiation est proportionnel a l'intensité Iy du laser et inversément proportionnel a la fréquence
(2. La Figure 4.3 montre le comportement des deux bruits selon €2 et Iy. Le bruit de pression
de radiation domine & basse fréquence et a haute intensité tandis que le bruit de grenaille
reprend le dessus a haute fréquence et a basse intensité. Ceci a de fortes répercussions au niveau
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FIGURE 4.3 — A gauche, graphe du comportement du bruit de grenaille \/S_bg (shot noise en
anglais) et du bruit de pression de radiation /S, (radiation pressure noise en anglais) en
fonction de la fréquence 2. La courbe noire en tiret est la limite quantique standard pour
chaque fréquence. A droite, graphe du bruit de pression de radiation et du bruit de grenaille
selon l'intensité lumineuse Iy [64].

expérimental. En effet, jusqu’a présent, le bruit de pression de radiation étant principalement
présent a basse fréquence, celui-ci est complétement insignifiant a c6té des bruits sismique et
newtonien. Augmenter 'intensité du laser n’a donc aucune conséquences sur le bruit quantique
(le bruit de grenaille ne dépendant pas de Iy) alors que, au travers de la fonction de transfert
T, le signal était amplifié. Toutefois, les prochaines générations d’interférométres comme le
téléscope Einstein auront des bruits sismique et newtonien fortement diminués. Le bruit de
pression de radiation va donc trés certainement étre limitant aux alentours de quelques hertz
et augmenter I'intensité lumineuse induira donc une baisse de sensibilité a ces fréquences. Pour
cette raison, le téléscope Einstein comprendra en fait deux interférométres, I'un pour les basses
fréquences et I'autre pour les hautes fréquences. Le premier aura donc une intensité plus basse
tandis qu’elle sera plus élevée pour le second ; comme on peut le voir sur la Table 4.1.

Augmenter la sensibilité a haute fréquence au détriment de celle & basse fréquence est la
signature caractéristique de la limite quantique standard. Voyons comment celle-ci apparait a
partir des densités spectrales. On définit 'opérateur

. 1. . hsor , . .
hy = =(a, — Ka.) = as — Ka, 4.51

qui représente le rapport bruit/signal. La densité spectrale S" quantifiant ce rapport est alors
donnée par

2mShG(Q — Q) = (0] ko (Q)A] (V) + hf (V) hs(€2) |0) . (4.52)
et on a 2
S
h Pss o SQL
Sh = (KSCC + 2 = Sea ssc) o (4.53)

Sachant que dans I’état du vide cohérent, les densités spectrales croisées S.s et S, sont nulles,
on obtient le rapport bruit/signal

Sh(Q) = (& + K) e, (4.54)
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FIGURE 4.4 — Graphe de la sensibilité d’un interférométre di au bruit quantique en fonction
de la fréquence €). Les différentes courbes correspondent a différentes intensités I, du laser. La
courbe pointillée correspond & une puissance 10 fois plus faible que celle pour la courbe pleine
qui correspond elle-méme & une puissance 10 fois plus faible que celle pour la courbe en tirets.
La ligne noire représente la limite quantique standard a chaque fréquence [65].

Cette densité spectrale est minimisée lorsque K = 1 et on a dans ce cas

Sh=hqL = i (4.55)

La sensibilité de I'interférometre est alors hggr, la précision est donc limitée a cette valeur d’olt
son nom de limite quantique standard. Remarquons la présence de h au numérateur qui prouve
bien que nous avons affaire a un effet quantique. Sur la Figure 4.4, on peut voir I’évolution de la
sensibilité de interférométre selon la fréquence Q. Si on augmente lintensité I, S* diminuera &
haute fréquence mais augmentera a basse fréquence. On peut voir sur la Figure 4.4 que modifier
Iintensité du laser fait glisser la courbe de sensibilité sur la limite quantique standard mais sans
jamais que cette derniére ne soit dépassée. Précisons que la limite quantique standard n’est pas
un concept propre a l'interférométre Michelson. Elle apparait de maniére générale lorsque 1’on
veut mesurer contintiment certaines observables et est & la base de I'expérience de pensée du
microscope d’Heisenberg [66].

Mais alors, est-ce a dire que nous sommes condamnés a ne pas pouvoir détecter d’ondes
gravitationnelles si celles-ci n’ont pas 'amplitude requise ? Heureusement non! En regardant
I'expression de hggr, deux méthodes apparaissent déja pour améliorer la sensibilité d’un inter-
férométre. Tout d’abord, réhausser la masse des miroirs. Ces derniers réagissent alors moins
a la pression de radiation du champ électromagnétique. Le bruit est réduit a basse fréquence
et il est donc possible d’augmenter 'intensité du laser jusqu’'a atteindre la limite quantique
standard définie par la nouvelle masse. Le probléme d’une telle modification est qu’il faut alors
des fils plus épais afin de soutenir le poids des miroirs, ce qui entraine des bruits sismiques
plus importants. Ensuite, on en avait déja parlé, on peut augmenter la longueur des bras de
Iinterférométre afin que la différence de longueur induite par 'onde gravitationnelle soit plus
importante. Cependant, cela a un cotit certain et, de plus, il y a une limite a cette augmentation.
En effet, il ne faudrait pas que le temps de stockage de la lumiére dans les cavités Fabry-Perot
soit plus long que la demi-période de 'onde gravitationnelle. Le bras qui était allongé, dans
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un premier temps, se rétracterait alors que la lumiére est toujours dans la cavité Fabry-Perot.
L’effet accumulé pendant la premiére demi-période serait ainsi supprimé lors de la seconde.

Nous le voyons, ces deux méthodes jouent toutes les deux sur une réévaluation de la limite
quantique standard. Toutefois, elles ne permettent pas de réellement dépasser celle-ci. On a
d’ailleurs longtemps pensé que cela était impossible. Cependant, de nouvelles méthodes déve-
loppées récemment ont montré qu’outrepasser la limite quantique standard ne tenait pas de
I'utopie. L’ensemble de ces méthodes portent le nom de mesures quantiques non destructives
et sont I’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 5

Mesures quantiques non destructives

Examinons & présent les principales techniques qui ont été ou vont étre appliquées dans
les interférométres dédiés & la détection d’ondes gravitationnelles afin de dépasser la limite
quantique standard. Ces techniques font partie de I’ensemble des mesures quantiques non des-
tructives. Le qualificatif de non destructives s’explique du fait que I'on mesure de maniére
continue une observable (la position d’un miroir dans ce cas ci). L’état quantique du systéme
ne doit donc pas étre détruit par une mesure qui induirait une réaction (le bruit de pression de
radiation) compromettant la mesure suivante. L’étude du bruit quantique et des mesures quan-
tiques non destructives fait partie de la discipline plus générale qu’est la métrologie quantique.
Trois techniques de mesures quantiques non destructives peuvent directement étre installées
dans les interférométres standards avec cavités Fabry-Perot : 'injection d’états comprimés de
la lumiére, la détection homodyne ainsi que le recyclage de signal. Les trois prochaines sections
sont consacrées a leur présentation.

5.1 L’injection d’états comprimés de la lumieére

L’injection d’états comprimés consiste a remplacer 1'état du vide qui entre par le port
antisymétrique dans l'interféromeétre par un état comprimé de la lumiére ; la quadrature mesurée
étant toujours bs. Dans le point de vue de Schrodinger, on injecte I'état du vide comprimé suivant

0, (R, 8)) = S(R,0)[0) (5.1)

ol R et 0 sont respectivement le facteur et 'angle de compression. Carlton Caves fut le premier
a avoir proposé l'injection d’états comprimés dans un interférométre [59]. Il avait alors choisi
6 = 0 afin de comprimer la quadrature a, et de réduire le bruit de grenaille. Pour un tel angle
de compression, on a la matrice des densités spectrales (3.80)

S Ses et 0
{Ssc SSJ :{o e-2R}' (5:2)

En reprenant (4.53), le rapport bruit/signal est donc

h e 2 2R
St = 7 + Ke* ). (5.3)

On voit que le bruit de grenaille est réduit d'un facteur e~ 2 tandis que le bruit de pression
de radiation est augmenté d’un facteur e*#. Ce cas est donc similaire & une augmentation de
Iintensité lumineuse. Injecter des états comprimés d’angle # = 0 peut donc servir si I'on atteint
un bruit thermique da a l'intensité [y qui devient trop important. Le bruit de grenaille est
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alors attenué alors que le bruit de pression de radiation est dominé par les bruits sismique et
newtonien. Remarquons que pour 6 = /2, & partir de (3.81)

Sh = (ﬁ + Ke_2R) (5.4)
=% : .
On obtient donc l'effet inverse, le bruit de grenaille est augmenté alors que le bruit de pression
de radiation est diminué. Jusqu’a présent, effectuer une compression d’angle § = 0 permet
d’améliorer la sensiblité a hautes fréquences sans avoir d’impact sur les basses fréquences. On a
donc injecté des états comprimés pour la premiére fois dans I'interférométre GEO600 en 2010
et LIGO en 2011 [69, 70|. Les états comprimés sont d’ailleurs utilisés en permanence dans
GEO600 depuis 2011 [67, 68] et les instruments LIGO et Virgo les utilisent depuis avril dernier.
La réduction du bruit a hautes fréquences est clairement visible sur la Figure 5.1.
Voyons un cas plus intéressant, lorsque § = 7/4. On a alors la matrice

See Ses| cosh? R+ sinh? R 2cosh Rsinh R (5.5)
See Sss| | 2coshRsinh R cosh? R + sinh? R ’
ce qui donne comme rapport bruit/signal
h? 1
Sh = % |:(COSh2 R+ sinh® R) (E + K) — 4 cosh Rsinh R] . (5.6)

Le résultat est visible sur la Figure 5.2 ainsi que pour les cas # = 0 et § = 7/2. On voit un pic
qui dépasse largement la limite quantique standard a 10 Hz. Remarquons qu’encore une fois,
la limite quantique standard est surpassée lorsqu’il existe des corrélations entre opérateurs de
quadrature. Pour voir comment obtenir une réduction du bruit quantique a toutes les fréquences,
résumons quelque peu nos résultats. A basse fréquence, le bruit de pression de radiation domine
et on peut le réduire a l'aide d’états comprimés avec § = 7/2. A haute fréquence, le bruit de
grenaille domine et on peut le réduire a 'aide d’états comprimés avec § = 0. Enfin, on vient de
le voir dans un exemple, pour un angle compris dans 0 < 6 < /2, la limite quantique standard
est dépassée a une certaine fréquence €2 d’ondes gravitationnelles [60]. Il faudrait donc controler
’angle de compression afin qu’il démarre & 6 = /2 a basse fréquence et qu’il évolue peu a peu
avec la fréquence €2 jusqu’a atteindre m = 0 & haute fréquence.

Pour quantifier cela, il faut calculer la densité spectrale du rapport bruit/signal pour une
compression quelconque. On a [60]

h h?s‘QL 1 .
St= "2 =+ K | (cosh2R — cos[2(§ + ®)]sinh 2R) (5.7)
2 K
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FIGURE 5.1 — Diminution du bruit total dans les interférométres GEO 600 (a gauche) et LIGO
(& droite) par injection d’états comprimeés avec un angle de compression 6 = 0° [69,70].
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FIGURE 5.2 — Comportement du bruit quantique sous différents angles de compression |64].

ou ¢ = arcotgK. Cette expression est minimisée a toutes les fréquences si 'on prend
0(Q) = Oopm (2) = —D(Q2) = —arcotg(K) (5.8)

et on a alors

h_ e (1 —2R 5.9
St= =g (g K) e, (5.9)

2

On voit que le bruit quantique est réduit d’un facteur e 2% par rapport au cas non comprimé a
toutes les fréquences €. Le résultat est visible sur la Figure 5.2, la limite quantique standard est
dépassée sur une trés large gamme de fréquences! Comme dans ce cas ci, I'angle de compression
est lié a €2, on parle souvent de compression dépendante de la fréquence. William Unruh fut
le premier & proposer cette technique de réduction du bruit quantique [71], ses idées ayant été
plus amplement développées par Reynaud et Jaekel [72].

Expérimentalement, trois difficultés majeures apparaissent dans la réalisation des états com-
primés dépendants de la fréquence. Tout d’abord, la lumiére lors de son trajet dans l'interféro-
meétre subit des pertes optiques. Dans le cas des états comprimés, ces pertes peuvent s’expliquer
par I'état du vide du champ électromagnétique qui peut entrer dans l'interférométre en divers
endroits (au niveau du miroir extérieur de la cavité Fabry-Perot par exemple). Celui-ci se super-
pose alors & I’état du vide comprimé réduisant ainsi le facteur de compression R. Il peut aussi
arriver qu'un photon de I'état comprimé soit diffusé sur une particule présente dans l'interfé-
romeétre ou par I'un des composants optiques. Or, la compression dépend de l'intrication entre
photons créée lors du processus a deux photons. Si un de ces photons est diffusé, le second
qui lui était lié perd son caractére comprimé. Notons que ces pertes optiques ne sont pas a
prendre a la légére et qu’elles pourraient bien étre la future limite des interférométres a ondes
gravitationnelles [73]. Ensuite, il faut pouvoir effectivement réaliser la dépendance en fréquence
de I’angle 6. Et enfin, les états comprimés doivent étre générés avec un facteur de compression
R suffisamment élevé.

5.2 La lecture variationnelle

Nous l'avions vu lors de la discussion sur le bruit quantique, le signal d’une onde gravita-
tionnelle s’imprime sur la seconde quadrature b,. Nous avions alors naivement décidé de nous
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concentrer uniquement sur cette quadrature lors de la mesure. A linverse, la lecture varia-
tionnelle consiste a ne pas mesurer uniquement la quadrature b, mais une combinaison des
quadratures b. et bs. Nous avons vu comment cela était possible lors de notre discussion sur
la détection homodyne a la section 3.3. Pour un angle de détection homodyne ¢, il est ainsi
possible de mesurer 'opérateur

by = b, cos ¢ + by sin é. (5.10)

En termes des opérateurs a. et as, les équations (4.46) et (4.48) permettent d’écrire

. , h
by = [as + (cot ¢ — K)a,]sin ¢ e*P 42K
hsqL
Remarquons que la fonction de transfert permettant de quantifier la réponse de I'interférométre
a une onde gravitationnelle est alors

sin g e’ . (5.11)

V2K

Ts = sin ¢. (5.12)
hsqr
L’opérateur permettant de quantifier le rapport bruit/signal est donc
- 1., L hsqr
hy, = —la, + (cot p — K)a,.|sin cot K)a 5.13
b%[(¢>]¢\/ﬁ[(¢)] (5.13)

La maniere de dépasser hggr apparait clairement dans cette derniere expression. En effet, en
choissisant un angle ¢ dépendant de la fréquence comme

() = arcot K (5.14)

on peut totalement annuler le bruit de pression de radiation, donné par a., et son impact sur
la mesure [60]. Cette variation en fréquence de I'angle de détection justifie le nom de lecture
varitationnelle. La densité spectrale du bruit quantique est alors donnée par

Sh _ i h%QL

K 27

ce qui est bien similaire a (4.54) dont on aurait retiré la densité spectrale liée & la pression

de radiation. Le bruit quantique & basse fréquence est ainsi fortement diminué (voir Fig. 5.3 a

gauche) puisqu’il ne reste que le bruit de grenaille. Ce dernier bruit peut ensuite étre diminué en

augmentant 'intensité I, ou en appliquant des états comprimés avec un angle de compression

0 = 0. En effet, les différentes techniques de mesure quantique non destructive peuvent étre

combinées entre elles afin d’atteindre un bruit quantique encore plus minimisé. Dans le cas

d’une lecture variationnelle avec injection d’états comprimés d’angle § = 0, on obtient comme
densité spectrale de bruit

(5.15)

on_ 1 Msgre™"

K 2
C’est précisément la densité spectrale précédente mais a laquelle on ajoute un facteur de com-
pression e 2,

Un probléme majeur apparait cependant quant a l'utilisation de la lecture variationnelle
dans un interférométre. En effet, cette technique est beaucoup moins robuste par rapport aux
pertes optiques que celle de I'injection d’états comprimés, les basses fréquences étant les plus
affectées [56]. On peut le voir en comparant les deux graphes de la Figure 5.3. A gauche,
les pertes optiques ne sont pas incluses. On voit clairement 'amélioration de la sensibilité a
basse fréquence diie a la lecture variationnelle & laquelle on ajoute des états comprimés d’angle
6 = 0. A droite, les pertes optiques sont incluses. On remarque que le gain est nettement plus
faible et que les états comprimés dépendants de la fréquence sont beaucoup moins impactés
par ces pertes optiques. Cette derniére technique de mesure quantique non destructive est donc

privilégiée jusqu’a présent.

(5.16)
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FIGURE 5.3 — Graphes de la sensibilité d’un interférométre pour différentes configurations. A
gauche, les pertes optiques ne sont pas comprises tandis qu’elles le sont a droite. En vert :
interférométre classique. En bleu continu : utilisation d’états comprimés & 10 dB d’angle 6 = 0.
En bleu pointillé : utilisation d’états comprimés dépendants de la fréquence. En rouge : mesure
par lecture variationnelle couplée a I'utilisation d’états comprimés a 10 dB d’angle 6 = 0. En
magenta : utilisation d’états comprimés & 10 dB dépendants de la fréquence et mesure par
lecture variationnelle [8].

5.3 Le recyclage de signal

Le recyclage de signal consiste a placer un miroir supplémentaire entre le port antisymétrique
et la lame séparatrice. Une nouvelle cavité, qualifiée de recycleuse, est ainsi formée (voir Fig.
5.4). Nous noterons par [ la longueur de cette cavité et par p et 7 les coefficients de réflexivité
et de transmissivité du nouveau miroir. Il s’ensuit que lors d’'un voyage dans la cavité, le champ
porteur subit un déphasage ¢ = wyl/c tandis que les autres champs acquiérent un déphasage
supplémentaire Ql/c que nous négligerons dans la suite (la cavité faisant typiquement une
dizaine de métres). Nous verrons que le déphasage ¢, et donc la longueur de la cavité recycleuse,
aura un impact important sur la sensibilité de I'interférométre. L’effet induit par cette technique
sur le bruit quantique a été amplement étudié par Buonanno et Chen dans une série d’articles
[65, 74] sur lesquels nous nous basons.

Pour déterminer la nouvelle forme du bruit quantique dans le cas du recyclage de signal, il
faut continuer le calcul effectué précédemment en tenant compte du champ électrique réfléchi
et transmis par le miroir du port antisymétrique. Le développement est sensiblement similaire
a celui effectué précédemment. Sous forme matricielle, les opérateurs de quadrature sortant de
Iinterférométre par le port antisymétrique sont donnés par [55]*

bey = L %P Cn Gy %) 4 VoKt Diy _h . (5.17)

bs M Cy1 Oy Qs Dy ) hsgr
1. Notons que ce sont ces équations (auxquelles il faut rajouter les pertes optiques) qui ont été utilisées
pour déterminer le bruit quantique dans les interférométres Advanced LIGO durant la phase ayant permis
la premiére détection d’une onde gravitationnelle [75]. Ces formules sont importantes car elles permettent
de déterminer les valeurs des différents paramétres de la cavité de recyclage qui permettent de maximiser la
sensibilité d’un interférométre aux fréquences voulues. Pour la phase actuelle qui a commencée début avril, il

suffit de rajouter 'effet de 'utilisation des états comprimés d’angle § = 0 afin d’obtenir les formules de bruit
quantique actuellement utilisées.
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FIGURE 5.4 — Configuration de I'interférométre Advanced LIGO. On reconnait les cavités Fabry-
Perot pour chaque bras de 4km et le miroir PRM qui sert de miroir recycleur de puissance.
Plusieurs paramétres comme la puissance du faisceau dans différentes partie de 'interférométre
ou la transmissivité de certains miroirs sont indiqués. La différence qui nous intéresse avec
Pinterféromeétre LIGO présenté sur la Figure 1.3 est 'implémentation du miroir SRM qui permet
le recyclage de signal. Les autres composants que 'on peut voir servent a calibrer le faisceau

ou, pour le cas du nettoyeur de modes entrants (Input Mode Cleaner en anglais), a isoler le
laser des fréquences parasites revenant de Uinterférométre [75].

otl les différents coefficients sont donnés par

. : K
M =1+ p?elif _9p 028 (COS 20 + > sin 2¢) (5.18)
2 K
Cip=Coy = (1+p°) | cos2¢+ — sin 20 | —2pcos2p (5.19)
Cly = —7%(sin2¢ + K sin® ¢) Cy = 72(sin 2¢ — K cos® ¢) (5.20)
Dy = —(1+ pe*P)sin¢ Dy = (1 — pe#) cos ¢. (5.21)

On remarque dans (5.17) que le signal n’apparait plus uniquement sur l'opérateur de quadrature
bs. 11 est donc possible de mesurer le signal en observant soit b soit bs. Afin de maximiser le
signal sur bs, on voit & partir de (5.21) qu’il faut choisir la longueur de la cavité afin d’avoir
¢ = 2k, k € N. Dans ce cas, la densité spectrale de bruit prend toujours la forme habituelle

h? )
Sh = 59k (i + K) (5.22)
K

mais ol on a défini

K = . 0.23
1+ p?—2pcos2p (5:23)
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FIGURE 5.5 — Graphes de la sensibilité selon la fréquence d’un interférométre muni d’une cavité
recycleuse. A gauche, cas du recyclage maximal de signal ot ¢ = 0. A droite, cas de 'extraction
maximale du signal ou ¢ = 7/2.[76]

Le résultat peut étre visualisé sur I'image de gauche de la Figure 5.5 pour différentes valeurs
du coefficient de réflexivité p. Une premiére remarque est que la limite quantique standard
n’est pas franchie dans ce cas-ci. Cette configuration n’est donc pas appropriée. Ensuite, on
voit que le minimum de la courbe ne se trouve plus a la méme fréquence que dans le cas sans
recyclage de signal, ce minimum évoluant selon la valeur de p. Il est donc possible d’obtenir
un bruit quantique réduit a une fréquence déterminée. Cependant, cela se fait au prix d’un
bruit plus important sur les bandes de fréquences inférieure et supérieure. Physiquement, on
peut le comprendre car lorsque ¢ = 2kw, le champ électromagnétique est ajusté (tuned en
anglais) afin d’étre en résonance maximale avec la cavité de recyclage. Le signal de 'onde gra-
vitationnelle est ainsi renvoyé dans les bras de 'interférométre et le temps durant lequel 'onde
électromagnétique est présente dans la cavité est augmenté. Le signal peut donc s’imprimer plus
longtemps sur le champ électromagnétique ! Toutefois, le bruit de pression de radiation peut lui
aussi s'imprimer plus longtemps ce qui explique ’augmentation du bruit a basse fréquence. De
plus, Uinterférométre fonctionne comme un filtre passe-bas [77]. Les fréquences supérieures a
la fréquence de résonance de I'interférométre ont donc un signal déterioré. Cette configuration
que l'on appelle recyclage maximal de signal n’est clairement pas a privilégier.

La configuration inverse est de maximiser le signal sur 'opérateur de quadrature b.. Pour
cela, il faut choisir ¢ = 7/2 + 2k7 et le champ électrique est alors en anti-résonance avec la
cavité de recyclage. La densité spectrale de bruit est alors

heor (1 —
Sh = 5 <§ + K) (5.24)
oll on a défini
Kp?

k= 1+ p2+2pcos2B (5.25)
Le résultat peut étre visualisé sur I'image de droite de la Figure 5.5 avec a nouveau différentes
valeurs de p. Encore une fois, la limite quantique standard n’est pas dépassée. Cependant, cette
configuration peut étre intéressante car on voit que, malgré une sensibilité amoindrie autour
de 7, la sensibilité est améliorée sur les bandes de fréquences inférieure et supérieure. Cet effet
s’améliorant avec 'augmentation de la réflectivité du miroir recycleur. Cet effet apparait car le
signal est extrait plus rapidement de la cavité que dans un interférométre sans recyclage, cette
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FIGURE 5.6 — Graphe de la sensibilité selon la fréquence d’un interférométre muni d’une cavité
recycleuse. La quadrature mesurée est b, pour la courbe pointillée noire et b pour la courbe
pointillée verte [76].

configuration est ainsi appelée extraction maximale du signal. Nous sommes donc dans le cas
contraire au précédent, d’ou le fait qu'on obtienne l'effet inverse. La sensibilité de I'interféro-
métre est donc améliorée sur une large gamme de fréquences, ce qui peut étre utile si 'on veut
détecter des sources aux profils variés. C’est le cas pour l'interférométre Advanced LIGO. Cette
configuration est donc celle qui a été utilisée pour les phases d’observations qui ont permis la
détection des ondes gravitationnelles |75].

Nous voyons que les deux cas extrémes présentés ici ne permettent pas de surpasser la limite
quantique standard. Passons a présent aux cas intermédiaires o 2km < ¢ < w/2 + 2k7. La
cavité de recyclage est alors dite non ajustée car nous ne sommes plus dans un cas, comme pré-
cédemment, ol le champ électrique est exactement en résonance ou en anti-résonance avec cette
cavité. Les densités spectrales associées aux quadratures b. et by sont données respectivement
par

S? _ h%‘QL 0121 + C122 gh — thL 0222 + 0221
2K 72| Dy|? 5 2K 12| Dy|?
Ces deux densités spectrales sont représentées sur la Figure 5.6. Celle-ci montre trés explici-
tement deux pics pour chaque quadrature qui franchissent la limite quantique standard! Pour
comprendre 'origine physique de ces pics, intéressons-nous au cas ou p = 1, l'interférométre
étant alors fermé. On peut alors montrer que les fréquences de résonance €2,..s de U'interférométre
dans son entiéreté (cavité de recyclage comprise) sont données par [55]

(5.26)

Qzes 1 2 4 16[0W0
72 = 5 tan ¢ + tan QZS — mt&ﬂ@b . (527)

Quel est alors le lien entre ces fréquences de résonance et les pics dépassant la limite quantique
standard ? Tl se fait que ces pics se produisent trés précisément a ces fréquences .., (voir I'image
de gauche de la Figure 5.7) ce qui suggére un effet d’amplification permettant une amélioration
du rapport signal /bruit.

Remarquons que pour une intensité I trés faible, la constante de couplage optomécanique
K est négligeable et donc les miroirs et le champ électrique sont découplés. Le second terme
présent dans la racine de (5.27) devient alors négligeable et les fréquences de résonance sont

63



f (Hz)

100 20 50 100 200 500 10
=== I = 1000 Watt
—— 1= 3000 Watt -
102 1, = 10000 Watt ,~~
/7
o
7
v 23
T 10 i
S
=
107
107 :
00 02 05 1 2 5 10 10 100 1000
Qly Sf(Hz)

FIGURE 5.7 — A gauche, graphe de la sensibilité selon la fréquence d’un interférométre muni
d’une cavité recycleuse. La seconde quadrature bs est mesurée et le coefficient de réflectivité
du miroir recycleur est p = 0,95. En rouge : cas d’un interférométre classique. En vert, bleu
et rose, on a respectivement ¢ = 7/2 — 0,19, ¢ = 1/2 — 0,39 et ¢ = /2 — 0,59. Les lignes
verticales correspondantes aux résonances calculées a l'aide de (5.27) [76]. A droite, graphe de
la sensibilité selon la fréquence d’un méme interférométre pour différentes valeurs d’intensité

Io [78].

alors
Q=0 QY2 =+ytane. (5.28)

Tes Tes

La premiére fréquence peut étre interprétée comme étant la fréquence propre des miroirs libres
(Q = 0) alors que les deux autres sont les fréquences du champ électrique donnant un champ
stationnaire dans l'interférométre. Lorsque 'intensité lumineuse est augmentée, les miroirs et
le champ électrique se couplent et les miroirs ne peuvent donc plus étre considérés comme
libres. La fréquence propre de ceux-ci devraient donc évoluer avec Iy et c’est effectivement le
cas comme on peut le voir sur 'image de droite de la Figure 5.7. Les fréquences Q12
aussi avec Iy mais de maniére beaucoup plus modérée [74].

Ce couplage entre miroirs et champ électrique induit en fait ’émergence du phénoméne
de ressort optique entre miroirs d’une méme cavité Fabry-Perot, ce phénoméne n’apparaissant
pas pour ¢ = 0 ou ¢ = /2 [74]. Cet effet peut étre expliqué assez simplement a 'aide de la
figure 5.8. Considérons une cavité non ajustée (detuned en anglais) dont I'un des miroirs peut
bouger d’une certaine quantité = (dans notre cas ce déplacement se ferait sous Ieffet d’une

évoluent

—— — Sower

inside anti-spring , optical spring
Detuned cavity \ /
suspended
Laser .
cavity ] 7 | X
; " . - X

X

FIGURE 5.8 — Schéma explicatif de I'effet du ressort optique [5].
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onde gravitationnelle ou de la pression de radiation). Si le déplacement se fait vers la droite,
la puissance a I'intérieur de la cavité diminue et la pression de radiation de méme. La force
exercée par le laser sur le miroir dans la direction du déplacement est donc moindre et celui-ci
est donc naturellement renvoyé a sa position de départ. A I'inverse, si le déplacement x se fait
vers la gauche, 'intensité dans la cavité augmente, la force exercée par la pression de radiation
augmente et le miroir est repoussé a sa position initiale. On a bien un effet de ressort avec une
force de rappel di au faisceau laser ramenant le miroir a sa position d’équilibre, d’ot le nom
de ressort optique. La dynamique des miroirs n’est donc plus celle d’'une masse libre mais d’'un
oscillateur harmonique dont la réponse va dépendre de la fréquence €2 de la force imposée, d’ou
les pics de sensibilité observés dans la Figure 5.7 2.

En ce qui concerne le bruit quantique, le phénoméne important a prendre en compte est
que la pression de radiation réagit aussi au déplacement du miroir, ce dernier réagissant a son
tour au changement dans la pression de radiation. Ceci n’était pas le cas dans l'interférométre
classique étudié auparavant, la pression de radiation restant constante quoiqu’il arrive. Comme
on I’a vu au chapitre 4, un déplacement des miroirs s’imprime sur la seconde quadrature alors
que la force de pression de radiation est liée a la premiére quadrature (voir les équations (4.16)
et (4.45)), cette réaction induite par le ressort optique implique ainsi la création de corrélations
entre bruit de grenaille et bruit de pression de radiation. Celles-ci se manifestent clairement
dans les équations (5.17) au travers des coefficients Ciy et Cyy. Les résonances liées a la cavité
de recyclage amplifie ainsi le signal tandis que ces corrélations empéchent le bruit quantique de
s’amplifier par la méme occasion [74]. Ainsi, le rapport signal /bruit s’améliore et la sensibilité
de l'interférométre dépasse la limite quantique standard.

Remarquons que le recyclage de signal est complémentaire aux deux techniques de réduction
du bruit quantique présentées précédemment. Un calcul prenant en compte ces trois méthodes
peut étre trouvé dans [5,79]. Aucune technique n’en invalide une autre et 'implémentation des
trois réduirait donc grandement le bruit quantique.

5.4 Argument général sur la limite quantique standard

Avant de cloturer ce chapitre, il serait bon de faire une derniére remarque sur un effet que
I'on a rencontré de maniére récurrente lors de notre recherche sur le dépassement de la limite
quantique standard : les corrélations entre opérateurs de quadrature a. et a, a la sortie de
Iinterférométre. Nous 'avons vu, a chaque fois que la limite quantique standard est dépassée,
ces corrélations apparaissent. Ce n’est bien stir pas un hasard et un argument venant de la
théorie de la mesure quantique permet de 'expliquer. En effet, il est possible de démontrer la
relation générale suivante [66]

SzzSrr — SzrSrz > I (5.29)

qui est assez similaire & 'inégalité d’Heisenberg hormis le second terme. Les quantités Szz et
Srr sont respectivement les densités spectrales du bruit de grenaille et du bruit de pression
de radiation tandis que Szr et Srz sont les densités spectrales liées aux corrélations entre ces
deux bruits. Lorsque ces derniéres sont nulles, comme dans le cas d’un interférométre classique,
on a

SzzSrr > B2 (5.30)

Les densités spectrales du bruit quantique sont donc reliées entre elles de maniére similaires
a la variance de deux observables dans I'inégalité d’Heisenberg, d’ou ’apparition de la limite
quantique standard. Toutefois, on remarque qu’en créant correctement des corrélations entre les

2. On peut voir sur la Figure 5.8 un autre effet appelé anti-ressort optique. Celui-ci est I’exact opposé du
ressort optique, la force de pression de radiation poussant le miroir dans le méme sens que le déplacement. Cet
effet ne nous intéresse pas ici.
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deux sources de bruit quantique, il est possible d’alléger I'inégalité (5.30) et donc de dépasser
la limite quantique standard. C’est bien ce que nous avons démontré dans les trois sections
précédentes.
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Conclusion

Parvenir a faire passer I'astronomie a ondes gravitationnelles de la fiction a la réalité est et
sera siurement 'un des plus grands succés du début de ce 21° siécle. Tout ceci n’aurait pas été
possible sans tout le travail effectué en amont afin d’obtenir des interférométres aussi perfor-
mants, permettant d’enfin détecter la faible variation dans la métrique de ’espace-temps diie
au passage d’une onde gravitationnelle. Ce mémoire s’est donné comme objectif de présenter les
différentes techniques ayant permis d’obtenir un tel niveau de précision et de surtout donner un
apercu des prochaines modifications qui permettront de dépasser la limite quantique standard.

Dans ce cadre, nous avons vu au premier chapitre que les interférométres se devaient d’étre
les plus longs possibles afin de maximiser 'effet d’une onde gravitationnelle. Le projet Cosmic
Explorer prévoit ainsi des bras de 40 km alors que ceux de LIGO ne sont longs que de 4 km.
En vue de ce méme objectif, I'installation de cavités Fabry-Perot dans chaque bras permet
aussi d’améliorer la réponse de I'instrument. Enfin, toute une série de bruits, en dehors du
bruit quantique, doivent étre maitrisés afin qu’ils ne dissimulent pas le faible signal résultant
de l'interaction entre l'interférométre et une onde gravitationnelle. Nous avons présenté les
différents types de bruit et quelques facons de les réduire. Notons ici une derniére fois que ces
différentes sources de bruit doivent étre examinées dans leur ensemble car certaines solutions
pour I'une peuvent étre catastrophiques pour d’autres.

De nombreux projets de recherche sont actuellement en cours afin de réduire ’ensemble des
bruits présents dans les interféromeétres. Il est ainsi prévu que la sensibilité des interféromeétres
de troisiéme génération (le téléscope Einstein et Cosmic Explorer) soit améliorée d’au moins un
facteur 10. Il serait par exemple possible de détecter la quasi totalité des fusions de trous noirs
de quelques dizaines de masses stellaires se produisant dans I'univers observable. On s’attend
ainsi & une détection de coalescence toutes les 15 secondes environ! Une telle fréquence de
détection demandera une grande puissance de calcul couplée a des méthodes d’analyse du
signal performantes.

Nous avons introduit ce travail en expliquant que la limite quantique standard dans le cas
d’une mesure continue provenait, en toute généralité, de la somme de deux bruits différents,
le bruit de mesure et le bruit de réaction, ayant tous deux la méme origine : le caractére pro-
fondément quantique des phénoménes naturels. Sur base des développements effectués dans le
chapitre 4, nous pouvons & présent clairement identifier ces deux bruits dans le cas d’un inter-
férométre Michelson. Le bruit de mesure correspond au bruit de grenaille tandis que le bruit de
réaction correspond au bruit de pression de radiation. Leur origine provient de la quantification
du champ électromagnétique et a I'arrivée aléatoire des quantas de lumiére sur le photodétec-
teur de I'instrument ou sur les miroirs des cavités Fabry-Perot. Nous I'avons vu, l'existence de
la limite quantique standard est diie a la différence de comportement entre le bruit de grenaille
et le bruit de pression de radiation par rapport a 'intensité lumineuse. En effet, en prenant en
compte la fonction de transfert, nous avons vu que ce premier bruit diminuait avec 'intensité
lumineuse tandis que le second augmentait avec celle-ci. Vu I'importance prépondérante que
le bruit quantique aura dans les futurs détecteurs, relativement aux autres sources de bruit,
une telle limite sur la précision ultime des instruments imposées par les lois de la mécanique
quantique menacait trés dangereusement le futur de ’astronomie a ondes gravitationnelles.
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Heureusement, différentes techniques ont été théorisées afin de dépasser la limite quantique
standard. Nous en avons présenté trois au dernier chapitre : 'injection d’états comprimés dé-
pendants de la fréquence, la lecture variationnelle dépendante de la fréquence et le recyclage
de signal. De loin, I'injection des états comprimés est la méthode qui attire le plus d’attention
pour le moment, car des états comprimés sont déja injectés dans les interférométres LIGO et
Virgo depuis le ler avril et que la dépendance en fréquence devrait étre installée prochaine-
ment. Nous sommes donc a la veille de 'aboutissement de plusieurs décennies de recherches et
d’expérimentations depuis la publication de Carlton Caves en 1981.

Finalement, nous avons terminé ce travail par une courte remarque sur le fait que les trois
techniques présentées pour dépasser la limite quantique standard partageaient un point com-
mun : la création de corrélations entre bruit de grenaille et bruit de pression de radiation.
Précisons que ce n’est pas la seule approche permettant de diminuer le bruit quantique. Il
existe par exemple le vélocimétre qui consiste & mesurer non pas la position relative des miroirs
de I'interférometre mais leur vitesse relative. Il se fait que la mesure de la vitesse des miroirs est
moins contrainte par 'inégalité d’Heisenberg que la mesure de leurs positions. Ceci résulte en un
bruit de réaction largement réduit dans le cas d’un vélocimétre et la limite quantique standard
est ainsi beaucoup moins coercitive [80]. Pour 'instant, le vélocimétre n’en est toujours qu’au
stade de concept et il existe une recherche active afin de concevoir le dispositif le plus & méme
de le concrétiser. Un premier prototype est actuellement en construction a Glasgow et devrait
permettre de prouver expérimentalement si le vélocimétre est bien a la hauteur des attentes
[81]. Précisons que le vélocimétre n’est pas le seul dispositif prometteur quant a la réduction
du bruit quantique. La reléve des mesures quantiques non destructives semble donc assurée.
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