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I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics. 1

Richard Feynman

1. So, don’t worry if you don’t understand this master thesis.
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Introduction

L’intrication

L’intrication est probablement un des phénomènes les plus étranges et exotiques qu’apporte la
physique quantique. L’intrication parait tellement surprenante, qu’elle a fait douter de nombreux
physiciens dont, Albert Einstein, de la véracité de la mécanique quantique. Si deux particules sont
intriquées, alors agir sur l’une va également avoir un e�et sur la seconde. En d’autres termes, ef-
fectuer une mesure sur une particule va non seulement projeter l’état de cette particule mais plus
généralement l’état global des deux particules intriquées. C’est cette action à distance qui est à la
base du paradoxe EPR [1] qu’ont formulé Einstein, Podolsky et Rosen en 1935. Einstein et ses défen-
seurs ne croyaient pas en l’intrication, du moins dans le sens d’une action à distance instantanée.
Ils ne pouvaient pas accepter qu’une information se déplace plus rapidement que la vitesse de la
lumière. Ils proposèrent donc que la mécanique quantique était une théorie incomplète, et, ils intro-
duisirent en même temps, le concept de variables cachées. Cette nouvelle notion stipule qu’il existe
des variables, qui nous sont encore inconnues, qui permettraient de dé�nir exactement à l’avance
tous les résultats de mesure que l’on peut obtenir sur un système. La notion d’intrication prend alors
un autre sens. Deux particules intriquées auraient en fait toutes deux un état déjà bien déterminé,
et ainsi, mesurer l’état d’une particule permettrait de connaitre l’état de l’autre. Ainsi, nul besoin
d’une action à distance. Cette interprétation semble plus naturelle et moins surprenante que celle de
la théorie quantique, mais elle est erronée. En 1964, John Bell a montré que la théorie des variables
cachées est falsi�able [2]. La preuve expérimentale de la violation des inégalités de Bell par A. Aspect
a mis �n au débat EPR [3], et impose la théorie quantique et son interprétation de l’intrication.

La manière dont l’information est contenue dans un système intriqué est également surprenante.
Contrairement au cas classique, l’information contenue dans un système intriqué n’est pas seulement
la somme de l’information contenue dans chaque sous-système. Autrement dit, la connaissance de
l’état de chaque particule ne su�t pas à déterminer l’état global du système. On dit qu’il y a une délo-
calisation de l’information. Cette propriété n’a pas d’équivalent classique. Les états intriqués sont un
nouvel outil sans équivalent classique pour la théorie de l’information. Certaines personnes, comme
Peter Shor, ont eu l’idée d’utiliser ces états pour e�ectuer des calculs. Peter Shor développa en 1994
un algorithme qui utilise les états intriqués pour encoder et manipuler l’information [4]. Il s’agit
d’un des premiers algorithmes quantiques. Cette méthode permet de factoriser un nombre entier en
facteurs premiers en un nombre d’étapes bien plus faible que les méthodes classiques. L’intérêt des
états intriqués pour la théorie de l’information devient clair ; les algorithmes quantiques permettent
de résoudre certains problèmes en des temps beaucoup plus courts que les algorithmes classiques.
La théorie est là, il faut maintenant construire des dispositifs expérimentaux mettant en oeuvre un
ordinateur quantique permettant de faire tourner de tels algorithmes.
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Que ce soit pour sa nature étrange et surprenante ou pour les applications qu’elle peut avoir,
l’étude de l’intrication est un sujet passionnant, mais compliqué. Un système composite peut être
intriqué de bien des façons di�érentes. L’information n’est pas délocalisée de la même manière pour
tous les états intriqués. Certains de ces états partagent certaines propriétés, comme par exemple :
qu’ils restent intriqués après la perte d’une de leurs particules. Pour ces raisons, il est important
d’introduire des mesures de l’intrication. Il n’existe pas de mesure qui fait consensus. Beaucoup de
chercheurs ont introduit leurs propres mesures d’intrication [5-10]. En plus, de toutes ces mesures,
des classi�cations des états intriqués ont été introduites, c’est-à-dire des manières de regrouper en
classe les états intriqués qui partagent des propriétés similaires. Pour étudier plus facilement la ré-
partition en classe ou les mesures d’intrication ou même juste les visualiser autrement, il est parfois
intéressant d’exprimer les états intriqués de façons di�érentes : d’introduire de nouvelles repré-
sentations [5, 6].

Objectifs et intérets du mémoire

Ce mémoire étudie les systèmes constitués de plusieurs qubits. Plus spéci�quement, il se concentre
sur deux nouvelles représentations d’états quantiques symétriques de système multiqubit : la re-
présentation Diagonal Matrix Product States (DMPS) [5], introduite en 2016, et la représentation de
Mandilara et al. [6], publiée en 2014. Pour pouvoir les étudier et les dé�nir, il est essentiel d’intro-
duire deux autres représentations : la représentation de Dicke [7] et de Majorana [8]. Un premier
objectif sera de présenter toutes ces représentations, mais également d’établir les liens entre elles,
et comment passer de l’une à l’autre. La représentation DMPS et la représentation de Mandilara et
al. ont été introduites récemment et de façon indépendante. Néanmoins, elles possèdent certaines
similitudes. Nous nous sommes donc �xés comme objectif d’investiguer plus attentivement ces deux
représentations pour étudier les liens qui pourraient exister entre elles et si l’on peut déduire de nou-
veaux résultats en prenant en considération ces deux représentations.

Comme déjà mentionné, beaucoup d’e�orts ont été et sont actuellement fournis pour classi�er
les di�érents états intriqués. En e�et, comme il existe une in�nité d’états intriqués dès 2 qubits, il
est intéressant de les rassembler par classes, pour, par exemple, savoir quels états sont équivalents
dans le sens où ils peuvent être utilisés comme ressource pour une même expérience. Il existe de nos
jours deux grands types de classe : les classes LOCC et les classes SLOCC 2 [9]. Il sera expliqué au cha-
pitre suivant comment sont dé�nies ces classes et pourquoi elles sont utiles. Néanmoins, on peut déjà
énoncer un problème de ces classi�cations : pour un système constitué de 4 qubits ou plus : le nombre
de classes SLOCC (ou même LOCC) est in�ni [10, 5]. Ceci peut poser problème car, les classes ont
notamment été introduites pour regrouper l’in�nité d’états intriqués ; si il y a une in�nité de classes,
cela perd un peu de son sens. De plus, avec une in�nité de classes, il n’est pas évident de trouver
une méthode pour toutes les expliciter. C’est pour proposer des solutions à ces problèmes qu’ont été
introduites les représentations de Mandilara et al. et DMPS. La représentation DMPS introduit un
nouveau concept : l’optimal bond dimension. Grâce à celle-ci, il est possible de regrouper les classes
d’intrication SLOCC en famille, qui sont elles en nombre �ni 3. La représentation de Mandilara et al.
propose, elle, une méthode pour déterminer un "représentant" (appelé forme canonique) de chaque
classe LOCC ou SLOCC. Ceci permet de déterminer à quelle classe appartient un état. Il est à noter

2. Dans ce mémoire, nous nous intéresserons uniquement aux classes LOCC et SLOCC pour le cas de systèmes mul-
tiqubits. Mais ces classes sont également dé�nies pour des systèmes multiqudits.

3. Le nombre de familles croît linéairement avec le nombre de qubits qui constituent le système [5].
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que la méthode de Mandilara et al. ne s’applique pas à tous les états du sous-espace symétrique,
mais uniquement aux états dit génériques, qui représentent néanmoins une large majorité des états.
Ces notions seront abordées et dé�nies dans les chapitres suivants. On comprend maintenant mieux
l’intérêt d’étudier ces deux représentations : elles o�rent des possibilités de mieux caractériser la
classi�cation des états intriqués.

On peut encore citer une motivation plus technique de ce mémoire, et, plus généralement, de
l’étude de la représentation de Mandilara et al.. Cette représentation est dé�nie uniquement pour
certains états appelés états génériques. Dorian Baguette et al. ont montré que dans les classes SLOCC
d’états non-génériques, il n’existe pas d’état maximalement intriqué 4 [11]. Survient alors une ques-
tion : est-ce que toutes les classes d’états génériques contiennent au moins un état maximalement in-
triqué? Pour tenter de répondre à cette question, ce mémoire se propose d’étudier les formes cano-
niques introduite par Mandilara et al., et de voir si elles sont maximalement intriquées.

En plus d’e�ectuer une synthèse de di�érentes représentations d’états symétrique de systèmes
multiqubits et d’étudier les liens qui existent entre la représentation DMPS et de Mandilara et al.,
nous obtenons, dans ce mémoire, l’expression d’états emblématiques de la théorie de l’information
quantique dans diverses représentations. Dans ce but, des codes Mathematica ont été développés
permettant de décomposer ces états dans chaque représentation. Les états étudiés sont notamment
ceux ayant une importance particulière au niveau expérimental, tels les états de Dicke et le GHZ.
L’intérêt de cette étude est évidemment de mieux caractériser ces états mais également d’illustrer
avec des exemples précis les di�érentes représentations, notamment celles de Mandilara et al. et
DMPS.

Organisation du mémoire

Le chapitre 1 introduit la notion de sous-espace symétrique d’un système multiqubit. Dans ce
but, nous présentons des rappels de mécanique quantique. On commence par rappeler brièvement
les notions de fonction d’onde et d’espace de Hilbert, pour ensuite dé�nir ce qu’est un qubit. Des
rappels sur les espaces de Hilbert d’un système de plusieurs particules sont également nécessaires.
Une fois ceci e�ectué, nous aurons alors toutes les cartes en main pour comprendre ce qu’est un état
multiqubit symétrique. Ce chapitre dé�ni également l’intrication et les méthodes pour la caractéri-
ser : les classes d’intrication et les mesures d’intrication.

Le chapitre 2 entre dans le vif du sujet. Maintenant que la notion d’état multiqubit symétrique
est bien assimilée, on présente les di�érentes représentations de tels états. On commence par la re-
présentation la plus standard et naturelle : la représentation de Dicke. Cette représentation découle
directement de la symétrisation de la base computationnelle. Ensuite vient le tour de la représen-
tation de Majorana qui est, tout comme la représentation de Dicke, bien connue et fortement utili-
sée. Elle présente comme avantage d’avoir une interprétation géométrique. On peut ainsi visualiser
géométriquement un état d’un système multiqubits par un ensemble de points sur une sphère. Ces
deux premières représentations sont connues et étudiées depuis longtemps. Ensuite, deux autres
représentations plus récentes ("les nouvelles représentations") sont présentées. La première est la
représentation DMPS. La notion d’optimal bond dimension est également introduite. Ce concept est

4. Il existe plusieurs dé�nitions d’états maximalement intriqués. Nous parlons ici d’états maximalement intriqués au
sens d’une entropie d’intrication maximale. Ces notions sont dé�nies dans le chapitre 1.
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l’intérêt premier de la représentation DMPS et, elle a également un lien avec les mesures et les
classes d’intrication. La dernière représentation à être décrite dans ce mémoire est celle de Man-
dilara et al.. Contrairement aux trois autres, cette représentation ne s’applique pas à tous les états
multiqubits symétriques. Néanmoins, elle donne une méthode puissante, à travers ses notions de
formes canoniques, pour caractériser les classes d’intrication. Des liens permettant le passage d’une
représentation à une autre ont également été établis et sont présentés dans ce chapitre.

En plus du travail de synthèse e�ectué dans ce mémoire, faisant principalement l’objet du cha-
pitre 2, nous avons écrit des routines Mathematica permettant d’obtenir les di�érentes représenta-
tions pour plusieurs états. Ces codes constituent d’ailleurs une grande partie du travail fourni dans
le cadre de ce mémoire. Grâce à eux, nous avons pu étudier certains états dans diverses représen-
tations. Le chapitre 3 résume les résultats de l’étude de ces états. Le premier état étudié est l’état
Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ)[12]. Il s’agit d’un état bien connu et déjà beaucoup étudié et
utilisé dans le cadre de la théorie de l’information quantique, notamment en cryptographie quan-
tique [13] ; ensuite, nous étudierons les états polygones réguliers, qui sont une généralisation de
l’état GHZ. En�n, les états de Dicke, dont notamment l’état W, sont décomposés et étudiés dans
les di�érentes représentations. Cette étude systématique nous permet non seulement d’obtenir les
expressions de ces états dans les di�érentes représentations, mais également d’obtenir leurs formes
canoniques de Mandilara et al. et d’étudier les bond dimensions dans les représentations DMPS.

Le mémoire se termine par une conclusion qui résume les di�érents résultats obtenus et présente
succinctement quelques perspectives.
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Chapitre 1

Système multiqubits et intrication

Ce mémoire va étudier l’intrication entre qubits. Plus particulièrement deux représentations du
sous espace-espace symétrique d’un système multiqubits, qui donnent certains outils pour mieux
caractériser l’intrication. Pour pouvoir bien comprendre toutes ces notions, il faut tout d’abord les
dé�nir. Ce sera l’objectif de ce chapitre, dé�nir ce qu’est le sous-espace symétrique d’un système
multiqubits, et les di�érents moyens mis en oeuvre pour caractériser l’intrication dans de tels es-
paces.
Pour pouvoir dé�nir le sous-espace symétrique d’un système multiqubit, il faut en premier lieu rap-
peler comment est décrit un système physique en mécanique quantique. Ceci nous permet alors de
dé�nir la notion de qubit. Ensuite, il faut rappeler comment l’on décrit l’état d’un système constitué
de plusieurs particules, et comment est dé�ni le sous-espace symétrique. Une fois cela e�ectué, il
sera alors possible de dé�nir le sous-espace symétrique d’un système multiqubits.
Cette notion étant dé�nie, on peut alors dé�nir l’intrication dans ce sous-espace, et les di�érentes
notions permettant de la caractériser : les classes d’intrication et les mesures d’intrication.

1.1 L’espace de Hilbert

Avant de pouvoir dé�nir ce qu’est un qubit ou comment on décrit son état, quelques rappels
généraux de mécanique quantique s’imposent. Il faut notamment rappeler comment est décrit l’état
d’un système physique, ainsi que la notion d’espace de Hilbert. En physique quantique, un système
est décrit par une fonction d’onde. Celle-ci est un vecteur ket normé appartenant à un espace de
Hilbert. Cet espace dépend du système ; il peut être de dimension �nie ou in�nie. Comme tout es-
pace vectoriel, la dimension de cet espace est le nombre minimum de vecteurs kets linéairement
indépendants qu’il faut pour pouvoir générer tout l’espace par combinaison linéaire de ces vecteurs.
Ce mémoire va s’intéresser aux espaces de Hilbert de dimension �nie. SiH est un espace de Hilbert
de dimension D, alors il existe une base orthonormée de D vecteurs {|φi〉, i = 1, ..., D} tel que
n’importe quel vecteur |ψ〉 puisse s’écrire sous la forme

|ψ〉 =

D∑
i=1

ci|φi〉 (1.1)

avec les coe�cients ci ∈ C tels que
∑D

i=1 |ci|2 = 1. La décomposition (1.1) est unique. Une fois que
l’on a �xé une base, il est commun de caractériser les vecteurs de l’espace de Hilbert uniquement par
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un vecteur composé des coe�cients ci

|ψ〉 ∈ H ↔


c1
c2
...

cD

 ∈ CD (1.2)

Il est également important de rappeler ici que deux vecteurs kets qui di�èrent uniquement par une
phase globale, i.e.

|ψ′〉 = eiθ|ψ〉 (1.3)

avec θ un nombre réel, représentent le même état physique. Ainsi, on peut toujours choisir d’écrire
un vecteur |ψ〉 comme un vecteur ket |ψ′〉 en choisissant arbitrairement la phase θ.
Le système physique qui se trouve dans l’état |ψ〉 évolue dans le temps conformément à l’équation
de Schrödinger

i~
d

dt
|ψ〉 = Ĥ|ψ〉 (1.4)

avec ~ la constante de Plank réduite et Ĥ l’opérateur Hamiltonien du système physique.

1.2 Système à un qubit

1.2.1 Dé�nition d’un qubit et de la sphère de Bloch

Maintenant que la notion d’espace de Hilbert a été introduite, on peut dé�nir ce qu’est un qubit.
Un qubit est n’importe quel système physique dont son état est décrit par un vecteur ket
appartenant à un espace de Hilbert de dimension 2. On notera l’espace de Hilbert d’un qubit
Hq et les vecteurs de base de cet espace |0〉 et |1〉. Ainsi, tout état à un qubit |ψ〉 peut s’exprimer sous
la forme

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 (1.5)

avec α et β ∈ C tels que |α|2 + |β|2 = 1. Cette condition vient du fait que le vecteur |ψ〉 doit être
normé. Comme on a le choix de la phase pour décrire l’état d’un système, en multipliant ce vecteur
ket |ψ〉 par un facteur de phase on peut le réécrire comme suit

|ψ〉 = cos(θ/2)|0〉+ eiϕ sin(θ/2) (1.6)

où les angles θ et ϕ sont des réels appartenant respectivement à [0, π] et à [0, 2π[. Cette notation
pour décrire l’état des qubits est très souvent utilisée. Elle va nous permettre d’introduire la sphère
de Bloch. Celle-ci est une représentation géométrique de l’état d’un qubit. Comme il vient d’être
mentionné, on peut écrire tout qubit sous la forme (1.6) et il est ainsi caractérisé uniquement par
deux nombres réels : θ et ϕ. On représente ce qubit comme un point d’angles polaire et azimutal θ et
ϕ sur une sphère de rayon unité qui porte alors le nom de sphère de Bloch. On remarque que dans
cette représentation le pôle nord représente l’état |0〉 et le pôle sud l’état |1〉, voir Figure 1.1.

1.2.2 Information quantique et qubits

On pro�te ici que l’on a introduit la notion du qubit pour discuter l’utilité pratique de tels états.
Le mot qubit provient des mots "quantum" et "bit". Il s’agit en fait de la version quantique d’un bit.
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Figure 1.1 – Représentation de l’état |ψ〉 = cos(θ/2)|0〉 + eiϕ sin(θ/2)|1〉 sur la sphère de Bloch.
Cette image provient de [11].

Comme ce dernier, le qubit est une notion qui, comme on l’a vu, peut être implémentée physique-
ment de diverses façons. Il constitue la brique élémentaire de l’informatique quantique, c’est-à-dire :
l’unité la plus simple dans laquelle on peut encoder de l’information. Contrairement au bit qui ne
peut prendre que deux valeurs 0 ou 1, le qubit peut se retrouver dans une superposition de ces deux
valeurs (équation (1.5)). Avec deux qubits, l’état du système peut se retrouver dans une superposition
de quatre états, |ψ〉 = α|00〉+β|01〉+γ|10〉+δ|11〉. Et ainsi, un système deN qubits peut se trouver
dans une superposition de 2N états.
Tout l’enjeu de l’information quantique est de construire des algorithmes qui soient capables d’ex-
ploiter cette superposition d’états. En utilisant correctement cette superposition, on pourrait e�ec-
tuer autant de calculs en parallèle qu’il y a d’états superposés. C’est pourquoi un ordinateur quan-
tique pourrait être beaucoup plus rapide qu’un ordinateur classique, comme c’est, par exemple, le
cas pour le problème de décomposition en facteurs premiers et l’algorithme de Shor [4]. Il est éga-
lement à noter qu’extraire l’information d’un algorithme quantique est moins évident que pour son
équivalent classique.

1.2.3 Représentation physique de qubits

Ainsi, tout système physique dont l’espace de Hilbert est de dimension 2 représente un qubit
potentiel. En pratique, il existe donc beaucoup de systèmes qui peuvent servir à dé�nir des qubits.
On en décrit ici brièvement quelques uns.
• La polarisation du photon :Un photon possède deux états de polarisation, circulaire droit et

circulaire gauche. Tout autre état de polarisation peut être vu comme une combinaison linéaire
de ces deux polarisations de base. Son espace de Hilbert est bien de dimension 2. Ainsi, l’état de
polarisation d’un photon peut être vue comme l’état d’un qubit. Cette représentation physique
de qubits a déjà eu beaucoup d’applications notamment en téléportation quantique[14]. Elle
a pour avantage qu’il est, d’un point de vue expérimental, relativement aisé d’intriquer des
photons [15].
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• L’état de spin nucléaire. Certains noyaux possèdent un spin up ou un spin down. Lorsqu’il
n’est pas observé, le spin peut se trouver dans une combinaison linéaire de ces deux états de
base. L’état de spin de certains noyaux est donc bien un qubit. Il existe des applications qui
utilisent le spin nucléaire comme qubit, notamment certains ordinateurs quantiques[16].

• L’état de spin d’un électron. Le spin de l’électron peut être soit up ou soit down. Tout comme
pour le spin nucléaire, l’état de spin d’un électron peut se retrouver dans une superposition
des états de base. L’état de spin de l’électron est donc lui aussi un qubit. Ce genre de qubits a
également eu des applications en information quantique [17].

• Les ions piégés. L’état de ces qubits est l’état électronique des ions piégés. Ce système est
particulièrement utile pour les ordinateurs quantiques. Dans de tels ordinateurs c’est l’inter-
action Coulombienne qui assure le lien entre les atomes piégés [18].

• SQUID (Superconducting QUantum Interference Device) : Un SQUID est un magnéto-
mètre généralement utilisé pour mesurer des champs magnétiques très faibles. Généralement
il est constitué d’une boucle supraconductrice et de deux jonctions Josephson. Il a été démon-
tré qu’il est possible d’obtenir une superposition de deux �ux magnétiques dans un SQUID
[19], et ainsi d’obtenir un qubit.

• Nitrogen-Vacancy center (NV center) Un NV center est un défaut (un atome d’azote) dans
le diamant. On utilise le spin de cet atome (nucléaire ou électronique) pour former un qubit.
L’avantage de ce système est que le diamant peut se trouver à température ambiante [17].

La liste est loin d’être exhaustive. Ainsi, toutes sortes de systèmes fort di�érents peuvent implémen-
ter un qubit, que ce soit des atomes isolés, des photons, des défauts dans un matériau ou même des
circuits supra-conducteurs. La recherche de systèmes permettant d’implémenter des qubits est un su-
jet d’actualité et comporte beaucoup d’applications : ordinateur quantique, téléportation quantique,
etc...

1.3 Les systèmes multiqubits

1.3.1 Les états à plusieurs particules

On s’intéressera dans ce mémoire à des systèmes composés de plusieurs qubits. Il est donc es-
sentiel de savoir comment se comportent des systèmes composés de plusieurs particules.
Soit un système physique composé de deux particules. Si la première est décrite par le vecteur ket
|ψ〉1 de l’espace de HilbertH1 et la seconde est décrite par le vecteur |ψ〉2 de l’espace de HilbertH2 ;
alors le système global sera décrit par le produit tensoriel des deux vecteurs

|ψ〉 = |ψ〉1 ⊗ |ψ〉2 (1.7)

Ce vecteur ket |ψ〉 appartient à l’espace de Hilbert produit tensorielH1,2 = H1⊗H2, qui est l’espace
de Hilbert du système global. On peut déjà remarquer que tous les vecteurs de H1,2 ne s’expriment
pas forcément comme un produit de vecteurs appartenant àH1 etH2, c’est-à-dire comme l’équation
(1.7). De tels états sont dit intriqués. Les vecteurs |ψ〉 qui s’expriment comme l’équation (1.7) sont
appelés séparables. Ces notions seront abordées plus en profondeur à la section suivante.
Si l’espace de Hilbert H1 est de dimension N , et que l’ensemble {|φi〉1, i = 1, ..., N} constitue une
base deH1, et que l’ensemble de vecteurs kets {|φi〉2, i = 1, ..., N ′} est une base deH2 de dimension
N ′ ; alors l’ensemble {|φi,j〉1,2 ≡ |φi〉1⊗|φj〉2, i = 1, ..., N et j = 1, ..., N ′} est une base de l’espace
H1,2. On voit alors que la dimension cet l’espace est NN ′. La base {|φi,j〉1,2 ≡ |φi〉1 ⊗ |φj〉2, i =
1, ..., N et j = 1, ..., N ′} est donc la base obtenue par l’ensemble des produits tensoriels des vecteurs
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deH1 etH2. Une telle base porte le nom de base computationnelle. Cette construction se généralise
immédiatement à des systèmes à plus de 2 particules.
Si l’état de la particule 1, respectivement la particule 2, est décrit par le vecteur |ψ〉1, respectivement
|ψ〉2, qui s’exprime comme

|ψ〉1 =
i=1∑
N

ci|φi〉1 (1.8)

|ψ〉2 =
i=1∑
N ′

c′i|φi〉2 (1.9)

alors le vecteur |ψ〉1,2 peut s’écrire comme

|ψ〉1,2 =

N∑
i=1

N ′∑
j=1

cic
′
j |φi,j〉1,2 (1.10)

Mais ce ne sont pas les seuls états possibles de l’espaceH1,2 En e�et, les vecteurs (1.10) sont les états
séparables. Mais, en toute généralité un vecteur deH1,2 s’écrit comme

|ψ〉1,2 =

N∑
i=1

N ′∑
j=1

ci,j |φi,j〉1,2 (1.11)

où ci,j ∈ C. Si un vecteur s’écrit comme (1.11) et ne peut pas s’écrire comme (1.10), alors, on dit qu’il
s’agit d’un état intriqué. On introduit également quelques notations et conventions d’écriture pour
les produits matriciels :

• |φ〉1 ⊗ |χ〉2 ≡ |φ〉 ⊗ |χ〉 ≡ |φχ〉
• |ψ〉 ⊗ |ψ〉 ⊗ ...⊗ |ψ〉︸ ︷︷ ︸

N

≡ |ψ〉⊗N

• H ⊗H⊗ ...⊗H︸ ︷︷ ︸
N

≡ H⊗N

1.3.2 Le sous-espace symétrique

Avant de pouvoir dé�nir le sous-espace symétrique d’un système multiqubits, il reste à dé�nir
ce qu’est, en général, le sous-espace symétrique d’un espace de Hilbert à plusieurs particules. Soit,
un état àN particules caractérisé par un espace de HilbertH⊗N , avecH l’espace de Hilbert pour un
système à une particule. Si ces particules sont indiscernables, alors le système devrait rester inchangé
lors de la permutation de particules. On introduit l’opérateur de permutation P̂i,j , qui permute la
particule i avec la particule j 1. En appliquant deux opérateurs de permutation P̂i,j et P̂i′,j′ sur un
état du système, on devrait obtenir le même état, peu importe que l’on applique d’abord P̂i,j ou
P̂i′,j′ . On va montrer qu’il faut pour cela que les vecteurs soient des vecteurs propres de l’opérateur
de permutation. Les valeurs propres de P̂i,j sont +1 et -1. Soit un système à 3 particules |ψφχ〉. On
applique l’opérateur P̂1,2 et P̂1,3

P̂1,2P̂1,3|ψφχ〉 = P̂1,2|χφψ〉 = |φχψ〉 (1.12)

1. L’opérateur de permutation est dé�ni pour la pemutation d’un nombre arbitraire de qubits. Quand l’on ne permute
que deux qubits, on nomme parfois l’opérateur de permutation P̂i,j , l’opérateur de transposition. On le note alors Π̂i,j .
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Or, si on applique d’abord P̂1,3 et puis P̂1,2

P̂1,3P̂1,2|ψφχ〉 = P̂1,3|φψχ〉 = |χψφ〉 (1.13)

On voit que l’équation (1.12) et l’équation (1.13) sont équivalentes uniquement si |ψφχ〉 est soit,
un vecteur totalement symétrique (c’est-à-dire qu’il est un vecteur propre de la valeur propre +1
de l’opérateur de permutation) soit, un vecteur totalement antisymétrique (c’est-à-dire qu’il est un
vecteur propre de la valeur propre -1 de l’opérateur de permutation).
On dé�nit le sous-espace symétriqueHS de l’espaceH

HS = {|ψ〉 ∈ H⊗N : P̂i,j |ψ〉 = |ψ〉∀i, j = 1, ..., N} (1.14)

Ce mémoire va se concentrer uniquement sur le sous-espace symétrique. La dimension de cet espace
a le bon gout de grandir de façon linéaire avec le nombre de qubits, contrairement à l’espace H⊗N
qui grandit de façon exponentielle avec le nombre de qubits (pour rappel, la dimension deH⊗N est
de 2N ).
Une base du sous-espace symétriqueHS est donnée par{

|Φ+
k1,..,kN

〉 =
1√
N !

∑
σ

|φkσ(1) ...φkσ(N)
〉

}
(1.15)

avec la somme sur σ qui porte sur toutes les permutations possibles, et les |φk〉 sont les vecteurs de
base des sous-espacesH.

1.3.3 Le sous-espace symétrique d’un système multiqubits

Nous avons en�n toutes les notions nécessaires pour pouvoir dé�nir le sous-espace symétrique
d’un système multiqubits. Ce sous-espace est donc le sous-espace symétrique de l’espace H⊗Nq que
l’on le note simplement iciHS . La base standard de cet espace est donc donnée par l’équation (1.15)
et s’écrit explicitement dans le cas à 2 qubits{

|D(k)
N 〉 =

1√
N !k!(N − k)!

∑
σ

|1σ(1)〉 ⊗ ...|1σ(k)〉︸ ︷︷ ︸
k

⊗ |0σ(k+1)〉...|oσ(N)〉︸ ︷︷ ︸
N−k

, k = 0, ..., N

}
(1.16)

Les vecteurs |D(k)
N 〉 portent le nom de vecteurs de Dicke symétriques, et la base (1.16) est appelée la

base de Dicke symétrique. Ainsi, tous vecteurs de l’espaceHS peuvent s’écrire comme

|ψs〉 =

N∑
k=0

dk|D
(k)
N 〉 (1.17)

avec dk ∈ C. En réalité, cette équation est la représentation de Dicke. Elle sera explicitée plus en
détail dans le chapitre suivant.

1.4 Les états intriqués

Ce mémoire s’intéresse à l’intrication, plus particulièrement à des représentations permettant de
mieux la caractériser. Il est donc nécessaire de dé�nir ce qu’est l’intrication, ainsi que les di�érentes
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notions permettant de l’analyser. L’intrication est une caractéristique intrinsèque et propre à la phy-
sique quantique. Pour pouvoir la dé�nir, il faut d’abord dé�nir ce qu’est un état séparable. Ceci a
déjà été e�ectué dans la section sur les systèmes multiqubits. Un état séparable à N qubits est donc
un état qui admet la forme

|ψ〉 = |φ1〉 ⊗ ...⊗ |φN 〉 (1.18)

avec les états |φi〉 (i = 1, ..., N) qui sont les états de chacun des sous-systèmes à un qubit. Un état
intriqué est un état qui n’est pas séparable, c’est-à-dire qui ne peut pas s’écrire comme (1.18), mais
qui s’écrit nécessairement sous la forme d’une combinaison linéaire d’états séparables

|ψ〉 =
∑
i

ci|φ(i)1 〉 ⊗ ...⊗ |φ
(i)
N 〉 (1.19)

avec ci des nombres complexes dont au moins deux sont non nuls. L’intrication met en évidence
le caractère non local des propriétés d’un système constitué de plusieurs particules. En mécanique
classique, pour connaitre entièrement l’état d’un système, il su�t de connaitre l’état de tous ses sous-
systèmes. En mécanique quantique, ce n’est plus le cas, même si l’on connait tous les états réduits
des sous-systèmes, nous n’avons pas encore connaissance de l’état global. On dit qu’une partie de
l’information est délocalisée 2 sous forme de corrélations entre les sous-systèmes.
Un système à N particules peut être intriqué d’une in�nité de façons di�érentes (suivant la valeur
des coe�cients ci dans (1.19)). Néanmoins, on constate que certains états intriqués ont des pro-
priétés similaires pour accomplir certaines tâches. Un des grands objectifs actuels est de classi�er
l’intrication, c’est-à-dire de rassembler les di�érents états qui possèdent des propriétés d’intrication
similaires. En plus de ces classes, des méthodes de mesures d’intrication ont été inventées.

1.4.1 Les classes d’intrication

Une première méthode permettant de caractériser l’intrication est d’introduire les classes d’in-
trication. L’objectif en introduisant de telles classes est de regrouper les états qui ont les mêmes
propriétés d’intrication. Il existe deux grandes classi�cations, la classi�cation LOCC et la classi�ca-
tion SLOCC. Ces deux classi�cations sont construites de façon similaire : deux états appartiennent à
la même classe s’il est possible de transformer un état en l’autre par un certain type de transforma-
tion. Détaillons ces deux classi�cations.

La classi�cation LOCC

Pour comprendre ce qu’est une classe LOCC, il faut d’abord comprendre ce qu’est une opération
locale avec communication classique (LOCC) 3. Il s’agit en fait d’une procédure expérimentale qui
permet de transformer avec certitude un état |ψ1〉 en un état |ψ2〉. On dé�nit alors une classe LOCC,
comme l’ensemble des vecteurs qui peuvent se transformer l’un en l’autre par des transformations
LOCC. On dit que deux états qui appartiennent à la même classe LOCC sont LOCC-équivalents.
Cette équivalence est particulièrement importante car deux états LOCC-équivalents sont d’utilité
égale pour tous types d’applications. Il a été montré [20] [21] que deux états sont LOCC-équivalents
si et seulement si, il existe une transformation locale unitaire (LU) qui permet de transformer un de
ces états en l’autre. C’est pour cela que l’on parle parfois de classe LU plutôt que de classe LOCC.
Une telle transformation LU agissant sur des états multiqubits appartient au groupe SU(2)⊗N =

2. Si l’état est séparable, alors la connaissance de l’état de chaque sous-système su�t à décrire l’état global.
3. LOCC est l’acronyme de Local Operation with Classical Communication
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SU(2)⊗ ...⊗ SU(2). Ainsi, deux états |ψ1〉, |ψ2〉 à N qubits sont LOCC-équivalents si il existe une
transformation unitaire locale tel que

|ψ1〉 'LOCC
|ψ2〉 ⇔ (U1 ⊗ ...⊗ UN )|ψ1〉 = |ψ2〉 (1.20)

avec U1, .., U2 des opérateurs unitaires locaux appartenant à SU(2) agissant respectivement sur le
qubit 1,2,...,N . Le problème de ces classes LOCC est que pour les systèmes de 4 qubits ou plus, il
existe une in�nité de classes di�érentes. Ainsi, surviennent deux questions : premièrement, com-
ment faire pour identi�er toutes ces classes? Deuxièmement, est-il possible de regrouper ces classes
en familles qui seraient, elles, en nombre �ni? Ce mémoire essayera d’introduire une réponse (au
moins partielle) à ces deux questions.

La classi�cation SLOCC

Dans le même schéma que pour les classes LOCC, il faut pour comprendre ce qu’est une classe
SLOCC comprendre d’abord ce qu’est une opération locale stochastique avec communication clas-
sique (SLOCC) 4. Il s’agit également d’une procédure visant à transformer un état |ψ1〉 en un autre
|ψ2〉 mais, cette fois-ci, non pas de façon certaine mais uniquement avec une probabilité non nulle.
Une classe SLOCC contient donc tous les vecteurs qui peuvent se transformer l’un en l’autre avec
une probabilité non nulle sous une opération SLOCC. Deux états appartenant à la même classe sont
dits SLOCC-équivalents. On voit immédiatement que si deux états sont LOCC-équivalents alors, ils
sont SLOCC-équivalents. Le contraire n’est pas forcément vrai. Il a également été montré [22] [23]
que deux états |ψ1〉, |ψ2〉 sont SLOCC-équivalents si et seulement si il existe une transformation
locale inversible (ILO) qui transforme l’un de ces deux états en l’autre. Ces transformations ILO ap-
partiennent au groupe SL(2,C)⊗N = SL(2,C)⊗ ...⊗ SL(2,C). Deux vecteurs kets |ψ1〉 et |ψ2〉 à
N qubits sont SLOCC-équivalents si et seulement si il existe une transformation V = V1⊗ ...⊗ VN
∈ SL(2,C)⊗N tel que

|ψ1〉 'SLOCC
|ψ2〉 ⇔ (V1 ⊗ ...⊗ VN )|ψ1〉 = |ψ2〉 (1.21)

avec les V1, ..., VN qui sont des opérateurs inversibles locaux agissant respectivement sur le qubit
1,2,...,N . Comme pour les classes LOCC, les classes SLOCC sont aussi en nombre in�ni pour tout
état comprenant 4 qubits ou plus. Les mêmes questions que pour les classes LOCC se posent.

1.4.2 Mesures d’intrication

Bien que les classes d’intrication permettent de regrouper les états suivant leurs propriétés d’in-
trication, elles ne permettent pas "d’ordonner" l’intrication, ni de pouvoir dire que tel état est plus
intriqué que tel autre état. C’est dans ce but que l’on introduit les mesures d’intrication. Chaque
mesure a ses propres propriétés, mais généralement il y a un ensemble de propriétés que l’on veut
qu’une mesure d’intrication E(ρ) (ρ est l’opérateur densité) respecte (voir [11] pour une discussion
détaillée). Dans ce mémoire, nous n’utiliserons qu’une mesure : l’entropie d’intrication. Mais avant
d’introduire cette mesure, il faut rappeler la notion d’opérateur densité et d’opérateur densité réduit.

Opérateur densité

4. SLOCC est l’acronyme de Stochastic Local Operations with Classical Communication
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Il est fréquent que l’on ne sache pas exactement dans quel état se trouve un système physique,
mais que l’on sache qu’il y a une probabilité p1 qu’il se trouve dans l’état |ψ1〉, une probabilité p2
qu’il se trouve dans l’état |ψ2〉, et ainsi de suite jusqu’à une probabilité pn qu’il se trouve dans l’état
|ψn〉 ; (

∑n
i=1 pi = 1, pi > 0). On dit alors que l’état se trouve dans un état mixte. Pour décrire ce

genre de système, il est utile d’introduire l’opérateur densité [24]

ρ̂ =
n∑
i=1

pi|ψi〉〈ψi| (1.22)

Il est toujours possible de trouver un ensemble de probabilités, de façon à ce que n soit inférieur ou
égale à la dimension de l’espace de Hilbert. Il est à remarquer que si on connait parfaitement l’état du
système, c’est-à-dire si l’on sait qu’il se trouve avec une probabilité 1 dans l’état |ψ〉, alors l’opérateur
densité est

ρ̂ = |ψ〉〈ψ| (1.23)
et on dit que le système est dans un état pur. L’opérateur densité joue exactement le même rôle que
le vecteur |ψ〉, il décrit l’état du système physique. Il s’agit d’une description plus générale que celle
en terme de fonction d’onde. Quand on représente l’opérateur densité dans une base, on obtient une
matrice qui porte le nom de matrice densité. Par abus de langage, on parle parfois de matrice densité
pour désigner l’opérateur densité.
Dans ce mémoire, nous travaillerons uniquement avec des états purs ; mais, nous aurons, néanmoins,
besoin du concept d’opérateur densité pour introduire la notion d’opérateur densité réduit. On dit
qu’un état est maximalement mélangé quand son opérateur densité est ρ̂ = 1

N 11 5.

Opérateur densité réduit

Lors de l’étude de systèmes constitués d’un grand nombre de particules, il n’est pas toujours né-
cessaire de travailler avec l’état décrivant l’entièreté du système. Dans beaucoup de situations, il est
intéressant de travailler uniquement avec l’état d’un sous-système composé d’un nombre de qubits
plus restreint. Ceci facilite souvent beaucoup les calculs. L’état d’un sous-système va être décrit par
l’opérateur densité réduit.
Soit un système constitué de deux parties A et B. La partie A (respectivement la partie B) a comme
espace de Hilbert HA (respectivement HB). Le système global a donc lui comme espace de Hil-
bert HA,B = HA ⊗ HB . Soit l’opérateur densité du système global ρ̂. A partir ce celui-ci, on peut
construire l’opérateur densité réduit ρ̂A du sous-système A en traçant sur le sous-système B

ρ̂A = TrB(ρ̂A,B) (1.24)

On appelle aussi parfois ces opérateurs densités réduits les matrices densitées réduites. Le sous-
systèmeA peut alors être vu comme s’il était dans l’état ρ̂A, mais ce uniquement pour les opérations
de mesures relatives au sous-système A. En e�et, il ne faudrait pas croire que le système total se
trouve dans l’état ρ̂ = ρ̂A ⊗ ρ̂B . Cette équation n’est vraie que si l’état est séparable sur la partie
A et B. Dans ce mémoire, nous allons principalement calculer la matrice densité réduite à un qubit.
C’est-à-dire, l’opérateur ρ̂1 = TrN ...Tr2(ρ̂), où N est le nombre total de qubits du système. Ces
opérateurs sont représentés par des matrices 2× 2. On dit que l’état du sous-système à un qubit est
maximalement mélangé quand sa matrice densité réduite à un qubit est

ρ̂1 =

(
1/2 0

0 1/2

)
(1.25)

5. Par abus de notations, nous noterons parfois simplement ρ plutôt que ρ̂ pour l’opérateur de densité.

13



On dit aussi, dans ce cas, que l’état possède une matrice densité réduite à un qubit maximalement
mélangée.
Pour un état à N qubits, il y existe donc N matrices densités réduites à un qubit. Comme un état
symétrique est invariant sous permutation de ses particules, il est évident que toutes ses matrices
densités réduites à un qubit sont égales.

Entropie d’intrication

Les rappels sur l’opérateur densité réduit étant e�ectués, il reste une dernière notion à rappeler
avant d’introduire l’entropie d’intrication : l’entropie de von Neumann. L’entropie de von Neumann
est une généralisation aux états quantiques de l’entropie de Gibbs des systèmes classiques [25]. Soit
un système décrit par la matrice densité ρ, agissant sur un espace de Hilbert de dimension N . On
dé�nit l’entropie de von Neumann de ρ comme le nombre réel

S(ρ) = −Tr
(
ρ ln(ρ)

)
(1.26)

Siλi (i = 1, ..., N ) sont les valeurs propres de ρ, alors on peut réexprimer l’entropie de von Neumann,
en utilisant le théorème de décomposition spectrale, sous la forme

S(ρ) = −
∑
i

(
λi ln(λi)

)
(1.27)

où par convention, on choisit que 0 ln(0) = 0. L’entropie de von Neumann jouit de propriétés qui la
rendent intéressante pour créer une mesure d’intrication. Ces propriétés sont
• Pour tout état pur ρ = 〈ψ|ψ〉 et uniquement pour ceux-ci, l’entropie de von Neumann est

nulle S(ρ) = 0.
• L’entropie de von Neumann est maximale pour les états maximalement mélangé, au sens des

états dont la matrice densité vaut ρ = 1
N 11. Dans ce cas, l’entropie de von Neumann vaut

S(ρ) = lnN
• Soit deux sous-systèmes A et B caractérisés respectivement par ρA et ρB . On a que S(ρA ⊗
ρB) = S(ρA) + S(ρB).
• L’entropie de von Neumann est invariante sous transformation unitaire locale.

On peut ainsi dé�nir la mesure d’intrication pour les états purs : l’entropie d’intrication. Soit deux
sous-systèmes A et B.0L le système global est décrit par la matrice densité ρA,B = 〈ψA,B|ψA,B〉
(il s’agit bien d’un état pur). L’entropie d’intrication E est dé�nie comme étant l’entropie de von
Neumann de l’état réduit [11]

E(ρA,B) = S
(
TrB(ρA,B)

)
= S(ρA) = S(ρB) = S

(
TrA(ρA,B)

)
(1.28)

L’entropie d’intrication d’un état dépend donc de la partition qui est faite sur le système physique.
Si le système est constitué de plusieurs sous-systèmes, alors, il existe une valeur de l’entropie de von
Neumann pour chaque bi-partition possible. Dans ce mémoire, nous calculerons l’entropie d’intri-
cation pour la matrice densité réduite à un quibt, c’est-à-dire E(ρ1). On voit qu’une telle entropie
d’intrication est maximale si l’état possède une matrice densité réduite à un qubit maximalement
mélangée. Dans ce mémoire, quand on parle d’états maximalement intriqués, on sous-entend
des états avec une entropie d’intrication maximale pour la matrice densité réduite à un qubit.

14



Chapitre 2

Diverses représentations d’états
multiqubits symétriques

Un des principaux objectifs de ce mémoire est d’étudier diverses représentations des états symé-
triques de systèmes multiqubits, plus particulièrement les représentations DMPS et de Mandilara et
al.. Avant d’introduire ces deux représentations, il est nécessaire de présenter la représentation de
Dicke et de Majorana, qui sont toutes deux les représentations "standards" pour un état multiqubits
symétrique. Ce chapitre va introduire toutes ces di�érentes représentations. Mais, avant de les dé�-
nir, il faut rappeler ce qu’est une représentation. On entend par représentation d’un état multiqubit
symétrique, une base, pas forcément orthogonale, de HS 1 ou simplement un ensemble de vecteurs
{|Φi〉, i = 1, ...,M} en termes desquels un vecteur ket |ψS〉 peut s’écrire sous la forme

|ψS〉 =

M∑
i=0

ci|Φi〉 (2.1)

avec ci = 〈Φi|ψS〉 ∈ C , et M un entier compris entre 0 et le nombre de qubits N . Les vecteurs |Φi〉
dé�nissent les vecteurs de la représentation. Dans certaines représentations, comme la représenta-

1. On rappelle ici, les notions de base, base orthonormée et base non-orthogonale. Soit un espace de Hilbert H d’un
système à plusieurs particules, de dimension �nie D. Un ensemble de vecteurs

{
|Φi〉, i = 1, ..., D

}
forme une base de

H si et seulement si cet ensemble est libre et générateur de H. Un ensemble de vecteurs
{
|Φi〉, i = 1, ..., D

}
est dit

libre si aucun de ces vecteurs ne peut s’écrire comme une combinaison linéaire des autres. Un ensemble de vecteurs est
générateur de H si tout vecteur |ψ〉 ∈ H peut s’écrire comme une combinaison linéaire de ces vecteurs, c’est-à-dire
comme |ψ〉 =

∑D
i=1 di|Φi〉 avec di ∈ C. Le nombre de vecteurs D qui constituent la base

{
|Φi〉, i = 1, ..., D

}
est

ce que l’on appelle la dimension de l’espace H. On dit qu’une base est orthonormée si les vecteurs |Φi〉 sont tels que
〈Φi|Φj〉 = δi,j ∀i, j = 1, ..., D, où δi,j est le symbole de Kronecker. Si cette condition n’est pas remplie mais que l’on a
toujours 〈Φi|Φi〉 = 1, alors, on dit que la base est normée mais non-orthogonale.
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tion de Dicke ou de DMPS, on �xe les kets |Φi〉 et ils sont donc indépendants du vecteur |ψS〉. Dans
d’autres représentations, comme celle de Majorana et celle de Mandilara et et al., les vecteurs |Φi〉
dépendent de |ψS〉. Certaines représentations s’interprètent également géométriquement. C’est, par
exemple, le cas de la représentation de Majorana, dont son plus grand intérêt n’est pas la forme (2.1)
mais bien sa représentation géométrique.
On présente, en premier lieu, la représentation de Dicke qui est la représentation la plus naturelle
et, qui permet de construire les autres représentations. Ensuite, la représentation de Majorana sera
introduite. Celle-ci est particulièrement utile pour se donner une visualisation géométrique d’un état
pur multiqubits. En�n on dé�nit les deux dernières représentations, la représentation DMPS et de
Mandilara et al., ainsi que leur utilité pour les classes d’intrication.

2.1 La représentation de Dicke

Cette représentation a été introduite par R.H. Dicke en 1954 [7]. Comme expliqué au chapitre
précédent, une base naturelle d’un système à plusieurs qubits est la base computationnelle (l’équation
(1.11) pour des systèmes à deux qubits). Si, à la place de travailler dans tout l’espace de Hilbert, on se
restreint à travailler dans le sous-espace symétrique, alors, à partir de la base computationnelle, on
peut construire la base de Dicke qui est une base du sous-espace symétrique. Rappelons que l’espace
H⊗Nq ≡ Hq ⊗ ...⊗Hq est de dimension 2N où N est le nombre de qubits, alors que le sous-espace
symétrique est de dimension N + 1.
La base computationnelle de l’espaceH⊗Nq est donnée par{

|i1, i2, ..., iN 〉, ik = 0, 1, k = 1, ...N
}

(2.2)

Ces vecteurs ne sont en général pas symétriques, c’est-à-dire qu’ils ne restent pas inchangés sous
l’action d’un opérateur de transposition Π̂i,j . Un exemple simple à deux qubits su�t pour s’en
convaincre

Π̂1,2|0, 1〉 = |1, 0〉 6= |0, 1〉 (2.3)

On construit alors N + 1 combinaisons linéaires des vecteurs |i1, i2, ..., iN 〉 qui sont symétriques

|D(k)
N 〉 =

1√
CkN

∑
i1,...iN=0,1

κki1,..,iN |i1, i2, ..., iN 〉 ∀k = 0, ..., N (2.4)

où κki1,..,iN vaut 1 s’il y a exactement k vecteurs kets |1〉 et zéro sinon. De tels vecteurs sont appelés
vecteurs de Dicke, et ils constituent une base du sous-espace symétrique : la base de Dicke. On peut
réexprimer ces vecteurs comme suit

|D(k)
N 〉 =

1√
N !k!(N − k)!

∑
σ

|1σ(1)〉 ⊗ ...⊗ |1σ(k)〉︸ ︷︷ ︸
k

⊗ |0σ(k+1)〉 ⊗ ...⊗ |0σ(N)〉︸ ︷︷ ︸
N−k

∀k = 0, ..., N

(2.5)
où la somme sur σ porte sur les N ! permutations des qubits. Cette écriture permet de donner une
signi�cation à l’indice k. On l’appelle le nombre d’excitation car il représente le nombre de qubits qui
sont dans l’état |1〉. Ainsi, tout vecteur appartenant àHS peut se décomposer dans la base de Dicke
selon
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|ψS〉 =
N∑
k=0

dk|D
(k)
N 〉 (2.6)

où les coe�cients dk = 〈D(k)
N |ψS〉 ∈ C sont appelés coe�cients de Dicke. Cette équation est la

représentation de Dicke de l’état |ψS〉. La représentation de Dicke est la représentation la plus
couramment utilisée pour exprimer les états multiqubits symétriques. Cela vient du fait que cette
représentation découle directement de la base computationnelle de tout l’espace de Hilbert H⊗Nq .
Ainsi, dans ce rapport, nous partirons toujours de la base de Dicke pour construire les autres repré-
sentations. C’est d’ailleurs comme ça que sont, en général, construites de nouvelles représentations.

2.1.1 Correspondance entre les vecteurs de Dicke et les états de spin

Bien qu’il ne s’agit pas réellement d’une autre représentation, on mentionne quand même qu’il
existe une correspondance formelle entre les états de Dicke et les états de spin [11]. Ainsi, un état
multiqubit symétrique peut s’interpréter comme un état de spin.
Pour comprendre cette correspondance, quelques rappels sur les états de spin sont nécessaires. Soit
Hj l’espace de Hilbert d’un spin de nombre quantique j (entier ou demi-entier). On dé�nit les opé-
rateurs de spin Ĵ = (Ĵx, Ĵy, Ĵz) qui répondent aux relations de commutation : [Ĵx, Ĵy] = i~Ĵz ,
[Ĵz, Ĵx] = i~Ĵy , [Ĵy, Ĵz] = i~Ĵx. On dé�nit également l’opérateur Ĵ2 = Ĵ2

x + Ĵ2
y + Ĵ2

z . Ĵ2 et Ĵz
forment un E.C.O.C. dansHj et donc une base deHj est donnée par l’ensemble des vecteurs propres
communs |j,m〉 (−j ≤ m ≤ j) de Ĵ2 et Ĵz :

Ĵ2|j,m〉 = j(j + 1)~2|j,m〉 (2.7)
Ĵz|j,m〉 = m~|j,m〉 (2.8)

Ainsi, on peut décomposer tout état de spin |ψj〉 appartenant àHj comme

|ψj〉 =

j∑
m=−j

cm|j,m〉 (2.9)

Par identi�cation formelle entre l’état multiqubits symétrique (2.6) et l’état de spin (2.9) il est possible
d’établir une correspondance une à une entre les vecteurs |j,m〉 et les vecteurs de Dicke |D(k)

N 〉. Pour
e�ectuer cette correspondance, on peut choisir k = j −m et N = 2j. Ainsi, la correspondance est

|D(k)
N 〉 ←→ |

N

2
,
N

2
− k〉

|j,m〉 ←→ |D(j−m)
2j 〉

dk ←→ cj−k

(2.10)

Travailler dans la base de Dicke de l’espace HS , ou dans la base {|j,m〉} de l’espace Hj revient
strictement au même, puisque l’on peut passer de l’une à l’autre par la correspondance (2.10). Cette
correspondance n’est pas, à proprement dit, une nouvelle représentation, mais elle permet une nou-
velle interprétation en termes de spin.
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2.2 La représentation de Majorana

La représentation de Majorana a été introduite pour la première fois par Ettor Majorana en
1932 [8]. Depuis cette représentation est fréquemment utilisée. Elle présente comme principal in-
térêt qu’elle donne lieu à une interprétation géométrique. En e�et, grâce à cette représentation, on
peut visualiser tout état symétrique constitué de N qubits, comme un ensemble de N points sur la
sphère de Bloch. En plus, la représentation de Majorana permet de caractériser un état symétrique
d’un système multiqubits uniquement grâce à des paires d’angles.
On dé�ni la représentation de Majorana comme suit. Tout état multiqubits peut s’écrire sous la
forme [10]

|ψS〉 = N
∑
σ

|φσ(1)〉 ⊗ ...⊗ |φσ(N)〉 (2.11)

où la somme sur σ porte sur toutes les permutations,N est un facteur de normalisation et les vecteurs
|φi〉 sont des états à un qubit

|φi〉 = αi|0〉+ βi|1〉 (2.12)

avec αi, βi ∈C, et tels que |αi|2 + |βi|2 = 1. Comme tout vecteur est dé�ni à une phase globale près,
on choisit les α, β tels que αi = cos θi et βi = sin θie

iϕi , avec θi ∈ [0, π] et ϕi ∈ [0, 2π[. Les vecteurs
|φi〉 s’écrivent alors

|φi〉 = cos(θi)|0〉+ sin(θi)e
iϕi |1〉 (2.13)

Les vecteurs |φi〉 ne sont en général pas orthogonaux entre eux. Cette écriture des |φi〉 va être la
base de la représentation géométrique de Majorana. Contrairement à la représentation de Dicke, on
voit que dans la représentation de Majorana, les vecteurs |φi〉 dépendent du vecteur |ψS〉.
On peut maintenant introduire la représentation géométrique de Majorana. On va représenter l’état
|ψS〉 comme N points sur une sphère. Chacun de ces N points provient de la représentation de
Bloch d’un vecteur |φi〉. Ainsi, la représentation de Majorana est une généralisation de la sphère de
Bloch, pour un état multiqubits symétrique. La Figure 2.1 donne la représentation géométrique de
Majorana de l’état symétrique

|ψs〉 = −i
√

3

10
|D(0)

4 〉+

√
3

10

(1

2
+ i
)
|D(1)

4 〉 −
(1

5
− i

2
√

5

)
|D(2)

4 〉+

√
3√
10
|D(3)

4 〉 (2.14)

Cette représentation géométrique sur la sphère de Bloch est un des atouts de la représentation de
Majorana qui permet de décrire un état en termes de paires d’angles

|ψS〉 ↔ {(θi, ϕi), i = 1, ..., N} (2.15)
Il faut également mentionner que les états |φi〉 ne représentent, en général 2, rien de physique, dans
le sens où ces états ne sont pas les états des sous-systèmes à 1 qubit qui constituent l’état |ψS〉.
Les états |φi〉 ont un sens, uniquement, dans l’équation (2.11) ; hors de cette représentation, ils ne
représentent, en général, rien de physique.

2. Dans le cas d’états séparables, par exemple, on peut donner une interprétation physique à ces états.
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Figure 2.1 – Représentation de Majorana de l’état |ψs〉, les angles de Majorana (θi, ϕi) de cet état
sont {(0, 0), (3π4 , π), (π4 , 0), (π2 ,

π
2 )}.

2.2.1 Passage de la représentation de Dicke à Majorana

On montre ici comment on peut passer de la représentation de Dicke à la représentation de Ma-
jorana.

Démonstration

On commence par prendre un état multiqubit symétrique dans la représentation de Dicke (2.6) et on
construit alors, à partir des coe�cients dk ce que nous appellerons le polynôme de Majorana [11]

P (z) =

N−nN∑
k=nS

(−1)k
√
CkNdkz

k (2.16)

avec nS le nombre de coe�cients initiaux nuls, c’est-à-dire di = 0 pour i = 0, ..., ns, etnN le nombre
de coe�cients terminaux nuls, c’est-à-dire di = 0 pour i = N − nN + 1, ..., N et dN−nN 6= 0. Le
polynôme de Majorana peut changer en fonction des conventions choisies pour les vecteurs |φi〉,
plus précisément en fonction des αi et βi de (2.12). Si on les choisit comme ceux de l’équation (2.13),
alors le choix du polynôme (2.16) est cohérent. On peut réécrire ce polynôme comme

P (z) = (−1)N−nN
√
CnNN dN−nN z

ns

N−nN−ns∏
k=1

(z − zk) (2.17)

où les zk sont les N − nN − nS zéros non nuls du polynôme, auquel il faut ajouter les nS zéros
nuls. Le polynôme de Majorana a donc N − ns racines. Il est important que la représentation de
Majorana ne perde pas l’information du nombre de qubitsN de l’état |ψS〉. Or, cette information est
contenue dans le degré du polynôme si nN = 0. Dans le cas contraire, c’est-à-dire quand nN 6= 0, on
ajoute aux racines du polynôme nN in�nis complexes ∞̃. L’in�ni complexe ∞̃ est dé�ni comme un
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nombre complexe de module in�ni et de phase non dé�nie. Ainsi, ∞̃ est unique. La liste des racines
du polynôme de Majorana (2.16) est

Zp = {0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
nS

, znS+1, ..., zN−nN , ∞̃, ..., ∞̃︸ ︷︷ ︸
nN

} (2.18)

Les in�nis complexes ∞̃ ont un sens car ils vont représenter les points caractérisés par l’angle θi = 0,
autrement dit, les points situés au pôle nord de la sphère de Bloch. Le pôle nord de la sphère de Bloch
représente bien "l’in�ni". Les coe�cients αi et βi de l’équation (2.12) véri�ent

αi
βi

= zi si zi 6= ∞̃ (2.19)

αi = 1;βi = 1 si zi = ∞̃ (2.20)

Ainsi, on voit qu’à partir des racines du polynôme de Majorana construites avec les coe�cients de
Dicke dk, on obtient les coe�cients des états |φi〉. Notons que αi et βi doivent également respec-
ter l’équation |αi|2 + |βi|2 = 1. Évidemment une fois les coe�cients αi et βi obtenus, on obtient
également directement les angles associés θi et ϕi.

2.2.2 Passage de la représentation de Majorana à celle de Dicke

Il est également possible, si l’on a initialement la représentation de Majorana d’un état |ψS〉, de
reconstruire la représentation de Dicke de cet état. Pour cela, on utilise les équations (2.19) et les
formules de Viètes.

Démonstration

Pour rappel, les formules de Viètes font le lien entre les coe�cients d’un polynôme et ses racines.
Soit un polynôme de degré n

P (x) =
n∑
i=0

aix
i (2.21)

avec les coe�cients ai ∈ C et an 6= 0. On pose an = 1 car on peut toujours revenir à cette situation
en divisant tout le polynôme par an, ce qui ne change rien à ses racines. On nomme les n racines de
ce polynôme xi avec i = 1, ..., n. La formule de Viètes permet d’écrire les coe�cients du polynôme
en fonction des racines xi

(−1)kan−k =
∑

1≤i1<...<ik≤n
xi1xi2 ...xik (2.22)

En remplacant les racines xi par αi
βi

pour le polynôme de Majorana (2.16), on obtient les coe�cients
dk en fonction de αi et βi, soit

dk =
√
CkN

∑
σ

βσ(1)...βσ(k)ασ(k+1)ασ(N) (2.23)

où la somme sur σ porte sur toutes les permutations des indices.
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2.2.3 Projection stéréographique et transformation de Möbius

Dans le cadre de la représentation de Majorana, il est intéressant d’introduire le concept de pro-
jection stéréographique et de transformation de Möbius. A l’aide de ces deux notions, il va être
possible d’interpréter les transformations géométriques de la représentation de Majorana comme
des transformations de Möbius.

Projection stéréographique

La projection stéréographique établit un isomorphisme entre les points de la sphère de Bloch 3

et les points du plan complexe étendu C = C ∪∞. La Figure 2.2 illustre un exemple de projection
stéréographique. La projection stéréographique inverse projette les points du plan complexe étendu
sur la sphère. On considère le plan complexe et une sphère de rayon unité dont le pôle sud coïn-
cide avec l’origine du plan complexe. La projection d’un point z1 du plan complexe sur la sphère se
construit comme suit ; on trace une droite passant par le point z1 et le pôle nord de la sphère. L’inter-
section entre la sphère et cette droite sera la projection stéréographique de z1. Plus rigoureusement,
la projection stéréographique inverse est l’isomorphisme v : C→ R3{

1
1
2
|z|2+2

(
2Re(z), 2Im(z), |z|2

)
z ∈ C

(0, 0, 2) z =∞ (2.24)

Figure 2.2 – Illustration d’une projection stéréographique : dans cette projection le pôle sud de la
sphère est en contact avec l’origine du plan complexe. Image tirée de [26].

En réalité, il existe plusieurs projections stéréographiques qui dépendent d’où et de comment on
situe la sphère de Bloch par rapport au plan complexe. La sphère peut, par exemple, intersecter le
plan comme sur la Figure 2.3. Elle peut également n’avoir aucun contact avec le plan, et ne pas être
centrée en de l’origine du plan complexe. De plus, on peut choisir un autre point que le pôle nord
pour tracer la droite qui permet de construire la projection. Nous choisissons de travailler avec la
sphère de Bloch, comme illustré sur la Figure 2.2. La représentation de Majorana est une projection
stéréographique. En e�et , on construit les points de Majorana sur la sphère de Bloch à partir des
αi, βi de (2.12), qui se situent dans le plan complexe.

3. Les mathématiciens parlent plutôt de sphère de Riemann nommée S2.
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Figure 2.3 – Illustration d’une projection stéréographique : dans cette projection la sphère est cen-
trée sur l’origine du plan complexe. Image tirée de [26].

Transformation de Möbius

Introduisons maintenant la notion de transformation de Möbius. De telles transformations sont
des fonctions bijectives holomorphiques qui vont de C à lui-même. Plus précisément, de telles trans-
formations sont des fonctions f : C→ C de la forme [26]

f(z) =
az + b

cz + d
(2.25)

où les coe�cients a, b, c et d ∈ C sont tels que ad− bc 6= 0, ce qui assure que f est inversible. On a
aussi que le groupe de transformation de Möbius est isomorphe à SL(2,C)/±11 [26].
Ces transformations s’interprètent en fonction de projections stéréographiques. En e�et, la projec-
tion stéréographique stipule que tout point du plan complexe peut être vu comme un point sur la
sphère de Bloch. Ainsi, appliquer une transformation de Möbius sur un point du plan complexe, re-
vient à e�ectuer une opération géométrique de ce point sur la sphère de Bloch.
Prenons un exemple simple, e�ectuons sur des points du plan complexe la transformation de Möbius
suivante : z → z

2 . La Figure 2.4 montre qu’une tel transformation va avoir pour e�et, sur la sphère
de Bloch, de "translater" les points dans un plan parallèle mais situé plus proche du pôle sud. Plus
généralement, toutes transformations de Möbius peut être décomposées en opérations élémentaires,
qui s’interprètent comme des opérations géométriques de base sur la sphère de Bloch. Si on a un
ensemble de points sur la sphère de Riemann, les opérations élémentaires des transformations de
Möbius vont associer des transformations géométriques de ces points sur la sphère :

• Rotation et translation selon l’axe Oz : z 7→ az avec a ∈ C\{0}
— Translation selon l’axe Oz 4 : z 7→ eiϕz avec ϕ ∈ R

Les points de Majorana, vont e�ectuer une rotation d’axe Oz sur la sphère de Bloch.
— Changement de plan : z 7→ rz avec r ∈ R\{0}

Les points de Majorana vont subir une translation d’axe Oz sur la sphère. Illustré à la
Figure 2.4. Si r > 0 alors, la translation est vers le pôle nord ; si r < 0 alors, la translation
est vers le pôle sud.

4. Pour la défnition des axes, voir la Figure 1.1
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Figure 2.4 – Cette image illustre l’application de la transformation de Möbius z → z
2 sur un en-

semble de points dans le plan complexe et sur la sphère de Bloch. Cette image provient de [26].

• Translation : z 7→ z + b avec b ∈ C
Les points dans le plan complexe vont subir une translation, ce qui va engendrer une défor-
mation et une rotation des points de Majorana sur la sphère de Bloch.

• Inversion : z 7→ 1
z

Les points de Majorana vont subir une symétrie miroir dont le plan de symétrie est le plan de
l’équateur.

Un théorème important sur les transformations de Möbius :
Théorème : Deux états à N qubits sont SLOCC équivalents, si, et seulement si, il existe une
transformation de Möbius entre les racines de leur polynôme de Majorana [26].

On comprend aisément ce théorème puisqu’il a déjà été mentionné plus haut qu’il existe une trans-
formationSL(2,C) entre deux ensembles de points si on peut également trouver une transformation
de Möbius qui relie ces deux ensembles, car il y a un isomorphisme entre le groupe de Möbius et
SL(2,C)/±11. Or, on sait que deux états appartiennent à la même classe SLOCC si, et seulement si,
il existe une transformation SL(2,C) entre ces deux états.

2.3 La représentation DMPS

La représentation Diagonal Matrix Product States (DMPS) sont une reformulation d’un cas par-
ticulier de la représentations Matrix Porduct States (MPS), que nous n’étudierons pas ici [27, 28, 29].
M. Sanz et al. utilise cette représentation DMPS pour introduire le concept d’optimal bond dimen-
sion. Grâce à celui-ci, ils vont, dans leur article publié en 2016 [5], dé�nir des familles d’intrication.
Le principal intérêt de ces familles est qu’elles sont en nombre �ni peu importe le nombre de qubits
du système. Chaque famille regroupe plusieurs classes d’intrication.
La représentation DMPS permet de décomposer un état symétrique quelconque |ψS〉 en une somme
d’états séparables. Pour ce faire, on se choisit N + 1 état à un qubit |φm〉

|φm〉 = αm|0〉+ βm|1〉 (2.26)
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qui sont deux à deux linéairement indépendants. Les états séparables àN qubits {|φm〉⊗N ≡ |φm〉⊗
... ⊗ |φm〉,m = 0, ..., N} constituent une base (pas forcément orthogonale) de l’espace de Hilbert
HS . On peut alors décomposer tout vecteur |ψS〉 comme suit [5]

|ψS〉 =

N∑
m=0

cm|φm〉⊗N (2.27)

avec cm ∈ C. L’équation (2.27) est la forme la plus générale d’une représentation DMPS. Cette
représentation est un peu particulière dans le sens où on a la liberté du choix des vecteurs |φm〉. La
forme (2.27) n’est donc pas unique. Pour un même vecteur |ψS〉, on peut construire une in�nité de
représentations DMPS di�érentes (2.27) en choisissant d’autres vecteurs |φm〉. Néanmoins, comme
les vecteurs |φm〉 forment un base deHS , si l’on se �xe ces derniers, un vecteur |ψS〉 s’écrit de façon
unique comme (2.27).
On peut choisir n’importe quels ensembles {|φm〉,m = 0, .., N} (tant qu’ils sont deux à deux linéai-
rement indépendants) et décomposer n’importe quel vecteur symétrique dans la base {|φm〉⊗N ,m =
0, ..., N}. La preuve présentée ici, a, initialement, été exposée dans le complément d’information de
[5].

Démonstration

Soit le sous-espace symétrique pour un système à N qubits. Il faut montrer que {|φm〉⊗N ,m =
0, ..., N} forme une base de cet espace si et seulement si les {|φm〉,m = 0, ..., N} sont deux par deux
linéairement indépendants.

On commence par se donner un ensemble {|φm〉,m = 0, ..., N} appartenant à Hq . On peut
écrire ces |φm〉 sous la forme (2.26). On voit immédiatement que, si la thèse est vraie, au maximum
un βm peut être nul. En e�et, s’il y en avait plus, vu la liberté de la phase globale des états, cela
signi�erait qu’au moins deux |φm〉 auraient leurs coe�cients égaux à α = 1 et β = 0, et donc que
ces deux vecteurs ne seraient pas linéairement indépendants.

a) Dans un premier temps, supposons qu’aucun β ne soit nul. On peut écrire tous les vec-
teurs |φm〉⊗N comme suit [11] :

|φm〉⊗N = (αm|0〉+ βm|1〉)⊗N =

N∑
n=0

√
CnNβ

n
mα

N−n
m |D(n)

N 〉 (2.28)

où les vecteurs
{
|D(n)

N 〉
}

sont les vecteurs de la base de Dicke.
Les {|φm〉⊗N ,m = 0, .., N} sont linéairement indépendants si et seulement si

∑N
m=0 λm|φm〉⊗N =

0 implique λm = 0 ∀m = 0, ..., N . Ainsi, en utilisant l’égalité (2.28), on peut écrire

N∑
m=0

λm|φm〉⊗N =

N∑
n=0

γn|D(n)
N 〉 (2.29)

avec la relation suivante entre les λj et les γj

γn =
√
CnN

( N∑
m=0

βnmα
N−n
m λm

)
(2.30)
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On peut représenter la relation entre ces coe�cients sous la forme matricielle
γ0
γ1
...

γN

 = SV B


λ0
λ1
...

λN

 (2.31)

où S = diag(1,
√
C1
N ,
√
C2
N , ..., 1), B = diag(βN0 , β

N
1 , ..., β

N
N ) et V la matrice de Vandermonde

V =


(α0
β0

)N (α1
β1

)N ... (αNβN )N

(α0
β0

)N−1 (α1
β1

)N−1 ... (αNβN )N−1

...
...

. . .
...

1 1 ... 1

 (2.32)

Si
∑N

n=0 γn|D
(n)
N 〉 = 0, alors, vu que les |D(n)

N 〉 sont linéairement indépendants, ça signi�e que tous
les γn sont nuls. Ainsi, si les γn sont nuls et que V est inversible, alors on peut réécrire (2.31) sous
la forme 

0

0
...

0

 = (SV B)−1


0

0
...

0

 =


λ0
λ1
...

λN

 (2.33)

ce qui implique bien que tous les λm sont nuls, et donc que {|φm〉⊗N ,m = 0, ..., N} sont linéai-
rement indépendants. La condition de cette indépendance linéaire est donc que V soit inversible.
Comme V est une matrice de Vandermonde, on peut écrire son déterminant comme suit

det(V ) =
∏

1≤k<l≤N+1

(αl
βl
− αk
βk

)
(2.34)

Ce déterminant est bien di�érent de zéro, et donc V est inversible, si et seulement si les {|φm〉,m =
0, ..., N} sont deux à deux linéairement indépendants. Ainsi, on a bien montré que {|φm〉⊗N ,m =
0, ..., N} sont linéairement indépendants (et générateurs, puisqueN vecteurs linéairement indépen-
dants dans un espace de dimension N sont générateurs), si et seulement si {|φm〉,m = 0, ..., N}
sont deux à deux linéairement indépendants. La thèse de départ a bien été démontrée dans le cas où
aucun βm n’est nul.

b) Supposons qu’un des coe�cients β soit nul. Comme rappelé plus haut, au maximum un seul
coe�cient peut être nul. Choisissons, par exemple, β0 = 0 et donc α0 = 1, sans perte de généralité
puisque l’état est symétrique. En e�ectuant les mêmes étapes que précédemment, on peut écrire une
équation similaire à (2.31) 

γ0
γ1
...

γN

 = SṼ B̃


λ0
λ1
...

λN

 (2.35)
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avec B̃ = diag(1, βN1 , ..., β
N
N+1) et

Ṽ =


1 (α1

β1
)N ... (αNβN )N

0 (α1
β1

)N−1 ... (αNβN )N−1

...
...

. . .
...

0 1 ... 1

 (2.36)

Par un raisonnement en tout point identique au cas précédent, on peut dire que l’indépendance
linéaire des {|φm〉⊗N ,m = 0, ..., N} est véri�ée uniquement si la matrice Ṽ est inversible, et donc
est de déterminant non nul. Ce dernier s’exprime comme

det(Ṽ ) = det


(α1
β1

)N ... (αNβN )N

(α1
β1

)N−1 ... (αNβN )N−1

...
. . .

...

1 ... ... 1

 =
∏

2≤k<l≤N1

(αl
βl
− αk
βk

)
(2.37)

On voit que le déterminant ne fait intervenir que {|φm〉⊗N ,m = 1, ..., N} au lieu de {|φim〉⊗N ,m =
0, ..., N}. Il est non nul si {|φim〉⊗N ,m = 0, ..., N} sont linéairement indépendants deux à deux.
Ainsi, nous avons bien prouvé que si l’on choisit {|φm〉,m, ..., N} linéairement indépendants deux
à deux alors {|φm〉⊗N ,m = 0, ..., N} constituent un ensemble linéairement indépendant et généra-
teur deHS .

2.3.1 Lien avec lesMatrix Product States

Initialement, le nom Diagonal Matrix Product States (DMPS) n’est pas celui de la représentation
(2.27), mais bien d’une représentation qui lui est équivalente :

|ψS〉 =
2∑

µ1,...,µN=1

Tr[Aµ1 ...AµN ]|µ1...µN 〉 (2.38)

où Aµi , (µi = 0, 1) sont deux matrices diagonales 5 et |µi〉 ∈ {|0〉, |1〉} ∀i = 1, ..., N . Tout état
multiqubit symétrique peut s’écrire sous la forme (2.38), dite DMPS. En fait, l’équation (2.38) est un
cas particulier pour les états symétriques de la forme Matrix Product States (MPS) [27, 28, 29]. Les
représentations (2.27) et (2.38) sont, en fait, équivalentes. C’est pourquoi on nomme également la
représentation (2.27) représentation DMPS. Montrons à présent cette équivalence.
Soit un système multiqubit décrit par un vecteur d’état symétrique |ψS〉 appartenant à un espace de
HilbertHS de dimension N + 1, si N est le nombre de qubits. Si |ψS〉 s’écrit comme

|ψS〉 =
D∑

m=1

cm|φm〉⊗N (2.39)

5. Il est a noter que ces matrices {Aµi} ne sont pas uniques pour un état |ψS〉 donné. On peut trouver d’autres
ensembles de matrices {Bµi} qui permettent d’écrire cet état sous la forme (2.38). Les matricesAi etBi doivent alors être
telles que Bi = XAiX

−1 avec X une matrice inversible.
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avec cm ∈ C, |φm〉 = αm|0〉 + βm|1〉 et D ≤ N , c’est-à-dire sous forme (2.27), alors il est toujours
possible d’écrire cet état sous la forme (2.38). On introduit d’abord les opérateurs de Kraus Aµ, (µ =
0, 1) qui, nous allons le montrer, peuvent être identi�ées aux matrices Aµi de (2.38)

Aµ =
D∑

m=1

c1/Nm 〈µ|φm〉|m〉〈m| (2.40)

avec D la dimension de la matrice Aµ appelée la bond dimension, les vecteurs |m〉 constituent une
base d’un espace de Hilbert de dimension D. Elle correspond non seulement à la dimension des
matrices mais également au nombre de termes de l’équation (2.39). On montre le lien entre ces deux
représentations en injectant (2.40) dans (2.38) pour obtenir la somme d’états séparables (2.39) [5]

|ψS〉 =
2∑

µ1,...,µN=1

Tr[Aµ1 ...AµN ]|µ1...µN 〉

=

2∑
µ1,...,µN=1

D∑
m1,...,mN=1

|µ1...µN 〉〈µ1...µN |φm1 ...φmN 〉

× c1/Nm1
...c1/NmN δm1m2δm2m3 ...δmNm1

=
D∑

m=1

cm|φm〉⊗N

(2.41)

Ceci montre l’équivalence des écritures (2.27) et (2.38).

2.3.2 La bond dimension

Les auteurs de l’article [5] ont introduit la représentation DMPS dans l’objectif de dé�nir la
notion de bond dimension. Il est à noter que la bond dimension a déjà été introduite antérieurement,
par exemple comme une mesure de l’intrication [30]. La bond dimension d’un état symétrique |ψS〉
est le nombre de coe�cients cm non nuls dans la représentation DMPS (2.27). Si aucun cm n’est nul
dans (2.27), alors la bond dimension est maximale et égale à N + 1. Si seuls D < N + 1 termes sont
non nuls, alors on peut réécrire (2.27) comme

|ψS〉 =
D∑

m=0

cm|φm〉⊗N (2.42)

et la bond dimension vaut D. On dé�nit également, pour tout |ψS〉, l’optimal bond dimension Dop,
qui est la bond dimension minimale pour représenter l’état |ψS〉. En d’autres termes, pour un état
|ψS〉 donné, il faut trouver la base {|φm〉,m = 0, ..., N} pour lequel le nombre de coe�cients cm
nuls est maximal, c’est-à-dire pour lequel le nombre de termes dans (2.42) est minimal.
Une propriété importante de l’optimal bond dimension est qu’elle est un invariant SLOCC. M. Sanz
et al. [5] exploitent cette propriété pour dé�nir des familles d’intrication à partir de l’optimal bond
dimension. Les familles d’intrication sont notamment introduites pour pallier au fait que le nombre
de classes d’intrication est in�ni pour des systèmes de 4 qubits ou plus. En général, on veut que les
familles respectent plusieurs propriétés [5] :
• Tous les éléments d’une classe SLOCC doivent appartenir à la même famille.
• Tous les états séparables doivent appartenir à la même famille et, cette famille doit contenir

uniquement ces états.
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• Les classes SLOCC qui appartiennent à la même famille doivent avoir des propriétés physiques
ou mathématiques communes.

• Le nombre de familles doit croître lentement avec le nombre de qubits N .
• Les e�orts fournis pour identi�er les familles d’un ensemble deN qubits doivent pouvoir être

utilisés pour identi�er les familles à N + 1 qubits.
Les familles introduites dans [5] répondent à ces propriétés. Elles se dé�nissent comme suit : deux
états appartiennent à la même famille si et seulement si ils ont la même optimal bond dimension. La
première propriété est bien respectée puisque l’optimal bond dimension est un SLOCC invariant. M.
Sanz et al. montrent également que les autres propriétés sont respectées [5].

2.3.3 Passage de la représentation de Dike à la représentation DMPSet vice-versa

On peut exprimer les coe�cients dk d’un état dans la base de Dicke en termes des coe�cients
cm, αm et βm de l’écriture en termes d’états séparables (2.27).

Démonstration

Soit |ψS〉 ∈ HS de la forme (2.27) avec les vecteurs |φm〉 = αm|0〉+βm|1〉 ∀m = 0, ..., N . Les
vecteurs |φm〉⊗N peuvent s’exprimer en fonction des états de Dicke selon [11]

|φm〉⊗N =
N∑
k=0

√
CkNα

N−k
m βkm|D

(k)
N 〉 (2.43)

En injectant cette équation dans (2.27), on obtient

|ψS〉 =
N∑
m=0

cm

( N∑
k=0

√
CkNα

N−k
m βkm|D

(k)
N 〉
)

=

N∑
k=0

√
CkN

( N∑
m=0

cmα
N−k
m βkm

)
︸ ︷︷ ︸

dk

|D(k)
N 〉

(2.44)

On obtient donc les coe�cients de Dicke dk de l’état |ψS〉 en fonction des cm, αm et βm

dk =
√
CkN

N∑
m=0

cmα
N−k
m βkm ∀k = 0, .., N (2.45)

Inversement, si un état est exprimé dans la base de Dicke, on pourra résoudre le système de N + 1
équations (2.45) pour déterminer les coe�cients cm pour un choix de αm, βm donné.

2.3.4 Diverses représentations DMPS

Cette section introduit plusieurs représentations DMPS, c’est-à-dire, plusieurs ensembles {|φm〉,m =
0, ..., N}, qui constituent des bases particulières du sous-espace symétriqueHS à N qubits.

La base "polygone régulier"
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Il est possible de dé�nir cette base pour n’importe quel nombre de qubits. Les vecteurs qui consti-
tuent cette base sont choisis de la forme

|φm〉 = cos(π/4)|0〉+ e
im2π
(N+1) sin(π/4)|1〉 ∀m = 0, ..., N (2.46)

Sur la sphère de Bloch, cet ensemble de vecteurs est représenté par des points aux sommets d’un
polygone régulier situé dans le plan de l’équateur, voir Figure 2.5 6.
Explicitons maintenant le système d’équations (2.45) qui lie les coe�cients dk de la représentation
de Dicke aux coe�cients cm de la base polygone régulier. Dans cette base, les αm et βm s’expriment
respectivement comme cos(θm/2) et eiϕm sin(θm/2), avec

θm = π/2 ϕm = i
2πm

N + 1
∀m = 0, ..., N (2.47)

L’équation (2.45) devient dès lors

dk =
√
CkN

N∑
m=0

cm

( 1√
2

)N−k( 1√
2

)k
ei

2πm
N+1

k

soit

dk =
√
CkN

N∑
m=0

cm
√

2
N
ei

2πm
N+1

k ∀k = 0, ..., N (2.48)

La base pyramidale

Cette base peut également être dé�nie pour n’importe quel nombre de qubits à partir d’une
pyramide dont le sommet est situé au pôle nord de la sphère de Bloch, c’est-à-dire l’état |0〉, et dont
les points constituant la base de la pyramide forment les sommets d’un polygone régulier dans le
plan de l’équateur. Les vecteurs de la base pyramidale sont dé�nis par

|φ0〉 = |0〉

|φm〉 = cos(π/4)|0〉+ e
im2π
N sin(π/4)|1〉 ∀m = 1, .., N

(2.49)

La Figure 2.5 illustre les vecteurs de cette base pyramidale pour le cas à 5 qubits sur la sphère de
Bloch. Explicitons la relation (2.45) dans le cas de la base pyramidale. Les coe�cients αm et βm
s’expriment comme toujours cos(θm/2) et eiϕm sin(θm/2), cette fois avec

θ0 = 0 ϕ0 = 0

θm = π/2 ϕm = 2πm
N ∀m = 1, ..., N

(2.50)

Le système d’équations (2.45) devient alors après simpli�cation d0 = c0 +
∑N

m=1
cm√
2
N

dk =
√
CkN

∑N
m=1

cm√
2
N e

i 2πm
N

k ∀k = 1, ..., N
(2.51)

La base bipyramidale

6. Remarquons que pourN qubits, le polygone dé�nissant la base possèdeN +1 sommets. Nous verrons au chaptitre
suivant que l’état GHZ a pour représentation de Majorana un polygone à N sommets.
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Comme les deux bases précédentes, cette base peut être dé�nie pour n’importe quel nombre de
qubits. Il s’agit d’une base où un point est situé au pôle nord de la sphère de Bloch, c’est-à-dire dont
le vecteur ket est l’état |0〉, et un autre point au pôle sud, qui représente l’état |1〉. Les autres vecteurs
forment un polygone régulier dans le plan de l’équateur. Ainsi, les vecteurs de la base bipyramidale
sont dé�nis comme

|φ0〉 = |0〉
|φ1〉 = |1〉

|φm〉 = cos(π/4)|0〉+ e
im2π
(N−1) sin(π/4)|1〉 ∀m = 2, ..., N

(2.52)

La Figure 2.5 représente les vecteurs de cette base bipyramidale pour le cas de 5 qubits par des points
sur la sphère de Bloch.
Explicitons à nouveau la relation (2.45). Cette fois les angles θm, ϕm sont donnés par

Figure 2.5 – De gauche à droite, représentations des vecteurs constituant la base polygone régulier,
pyramidale et bipyramidale, c’est-à-dire les vecteurs des équations (2.46), (2.49) et (2.52), sur la sphère
de Bloch dans le cas à 5 qubits.

θ0 = 0 ϕ0 = 0 pour m = 0

θ1 = 0 ϕ1 = 0 pour m = 1

θm = π/2 ϕm = ei
2πm
N+1 ∀m = 2, ..., N

(2.53)

et le système (2.45) après simpli�cations,
d0 = c0 +

∑N
m=2

cm√
2
N

dk =
√
CkN

∑N
m=2

cm√
2
N e

i 2πm
N−1

k ∀k = 1, ..., N − 1

dN = c1 +
∑N

m=2
cm√
2
N e

i 2πm
N−1

N

(2.54)

2.4 La représentation de Mandilara et al.

Cette représentation a été introduite par A. Mandilara et al. dans [6], cette section résume cet
article. La représentation de Mandilara et al. a pour principal intérêt d’introduire des formes cano-
niques pour certaines classes LOCC et SLOCC. Ces formes canoniques donnent une méthode e�cace
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pour savoir si deux états appartiennent à la même classe. En e�et, il su�t de calculer la forme ca-
nonique de ces deux états, si elles sont identiques, alors ces deux états appartiennent à la même
classe. Ces formes canoniques sont des représentants uniques de chaque classe. La représentation de
Mandilara et al. [6] est au même titre que la représentation DMPS, une représentation sous forme
d’une somme d’états séparables, dans le sens où un état symétrique, plus particulièrement un état
générique (nous dé�nirons ce terme plus loin), peut s’écrire sous la forme d’une somme d’états sé-
parables. Néanmoins la représentation de Mandilara et al. ne peut pas réellement être vue comme
une représentation DMPS. En e�et, pour la représentation précédente, on se choisit N + 1 vecteurs
symétriques séparables linéairement indépendants, et on peut écrire n’importe quel état symétrique
sous forme de combinaison linéaire de ces N + 1 vecteurs. Dans la représentation de Mandilara et
al., par contre, nous n’avons pas le choix de la base de vecteurs séparables car ils sont imposés par
le vecteur symétrique que l’on veut décomposer. Ce qui implique une di�érence fondamentale entre
les représentations DMPS et celle de Mandilara et al. : cette dernière est unique. De plus, tous les
vecteurs symétriques n’ont pas une représentation de Mandilara et al.. Le nombre de termes dans
cette représentation est également, en général, plus petit que celui pour les représentations DMPS
(N + 1). Seuls certains états symétriques ont une représentation de Mandilara et al., seuls les états
génériques possèdent cette décomposition. Avant d’introduire ce concept, il faut préciser que ces
notions varient légèrement suivant la parité du nombre de qubits N . Dans la suite, on présente le
cas impair suivi immédiatement par le cas où N est pair. Soit les états génériques appartenant
à HS ,qui sont dé�nis comme les états symétriques de N qubits dont la dégénérescence (γ) la plus
élevée dans les racines du polynôme de Majorana est telle que

γ <
N + 1

2
ou γ = N si N est impair (2.55)

γ <
N

2
+ 1 ou γ = N si N est pair (2.56)

Ces états possèdent alors une représentation de Mandilara et al. unique, donnée par

|ψodd〉 =

(N−1)/2∑
m=0

cm|φm〉⊗N Si N est impair (2.57)

avec cm ∈ C, tel que |c0| > |c1| > ... > |c(N−1)/2| et

|φm〉 = cos θm|0〉+ sin θme
iϕm |1〉 (2.58)

avec θm, ϕm ∈ R, et

|ψeven〉 = c0|φ0〉⊗N + c1|φ⊥0 〉⊗N +

N/2∑
m=2

cm|φm〉⊗N Si N est pair (2.59)

avec les coe�cients c0, c⊥m, cm ∈ C, tels que |c2| > ... > |cN/2| et |c0| > |c1| et les |φm〉 dé�nis
comme pour le cas impair, avec en plus la condition que 〈φ0|φ⊥0 〉 = 0.
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Ainsi, pour déterminer la décomposition de Mandilara et al. d’un état générique, il faut connaitre à
la fois les coe�cients cm mais aussi les angles θm et ϕm qui caractérisent les vecteurs |φm〉. Il sera
expliqué plus loin comment obtenir ces angles et ces paramètres à partir des coe�cients de Dicke.
On en pro�tera également pour montrer que la représentation de Mandilara et al. est unique pour
un état donné.

Il est utile de réécrire les équations (2.57) et (2.59) sous une forme légèrement di�érente que l’on
va appeler forme de Mandilara et al. réarrangée.

|ψodd〉 = N
(
|φ0〉⊗N +

(N−1)/2∑
m=1

yme
ikm |φm〉⊗N

)
Si N est impair (2.60)

|ψodd〉 = N
(
|φ0〉⊗N + y1e

ik1 |φ⊥0 〉⊗N
N/2∑
m=2

yme
ikm |φm〉⊗N

)
Si N est pair (2.61)

avecN un facteur de normalisation, ym = |cm/c0| et eikm = cm(c0ym)−1. Cette forme va être plus
pratique pour passer ensuite aux formes canoniques.

2.4.1 La forme canonique LOCC

Comme déjà mentionné dans les rappels théoriques, il existe deux façons de classi�er l’intri-
cation, c’est-à-dire de regrouper les états en classes en fonction de leurs propriétés d’intrication : la
classi�cation LOCC et la classi�cation SLOCC. A. Mandilara et al construisent, à partir de leur repré-
sentation, des formes canoniques pour les classes LOCC ou SLOCC. Grâce à ces formes canoniques
qui ont la propriété d’être uniques, il devient possible de véri�er de façon systématique si deux états
génériques appartiennent à la même classe (S)LOCC. Ce sera le cas si et seulement si leurs formes
canoniques sont égales.
Pour rappel, il a été montré que chaque classe LOCC comprend les états reliés entre eux par des
transformations unitaires locales (LU). En se concentrant uniquement sur le sous-espace symétrique,
les transformations unitaires locales sont équivalentes aux transformations collectives SU(2)⊗N =
SU(2)⊗ ...⊗SU(2), où toutes les transformations SU(2) s’appliquant sur un seul qubit sont iden-
tiques et paramétrées par 3 nombres réels 7.
Un état symétrique est caractérisé par N paramètres complexes 8, soit 2N paramètres réels. Il est
donc possible, pour un état symétrique, d’identi�er 2N − 3 invariants sous transformations uni-
taires locales. Plusieurs méthodes existent pour dé�nir et calculer ces invariants. Le passage par une
forme canonique en est une.
Il faut encore mentionner une propriété des transformations unitaires locales : si on applique une
transformation LU sur un état symétrique, la représentation de Majorana après la transformation est
une simple rotation de la représentation de Majorana de l’état avant la transformation. La Figure 2.6

7. En e�et, le groupe SU(2) est caractérisé comme suit : SU(2) =

{(
α −β∗

β α∗

)
: α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1

}
. Une

transformation LU est donc bien caractérisée par 2 nombres complexes, soit 4 réels, mais, comme il existe une contrainte,
seulement 3 nombres réels su�sent à caractériser une transformation LU.

8. Un état symétrique est caratérisé par N + 1 coe�cients complexes. La normalisation et la phase globale imposent
deux contraintes réelless. Au �nal l’état est bien caractérisé par 2N paramètres réels.

32



illustre cette propriété.
La forme canonique d’une classe est un état particulier qui va "représenter" cette classe. Mandilara

Figure 2.6 – A gauche, représentation de Majorana de l’état symétrique |ψS〉 = 1√
26

(
5|D(0)

4 〉 +

|D(4)
4 〉
)
. A droite, la représentation du même état après une transfomation LU correspondant à une

rotation de π/2 autour de l’axe x. L’état après rotation est |ψ′S〉 =
(

3
2
√
26
|D(0)

4 〉 − i
√

2
13 |D

(1)
4 〉 −

3
2

√
3
13 |D

(2)
4 〉+ i

√
2
13 |D

(3)
4 〉+ 3

2
√
26
|D(4)

4 〉
)

et al. imposent qu’un état est de forme canonique si et seulement si il est de forme

|ψcano
odd 〉 = N

(
|0〉⊗N + y1|χ1〉⊗N +

(N−1)/2∑
m=2

yme
ilm |χm〉⊗N

)
Si N est impair (2.62)

|ψcano
even〉 = N

(
|0〉⊗N + y1|1〉⊗N +

N/2∑
m=2

yme
ilm |χm〉⊗N

)
Si N est pair (2.63)

avec ym ∈ [0, 1], lm ∈ [0, 2π], N un facteur de normalisation, et |χm〉 de la forme (2.58). On peut
dé�nir 2N − 3 invariants LU comme étant les paramètres ym, lm, θm, et ϕm. Les formes canoniques
sont uniques [6].
Remarquons que ces formes canoniques sont valables uniquement pour les états génériques. Elles
permettent de savoir si à quelle classe appartient un état. Il su�t, en e�et, de calculer sa forme ca-
nonique pour savoir à quelle classe il appartient.

Construction de la forme canonique LOCC

Il est relativement aisé de construire la forme canonique d’un état à partir de sa représentation
de Mandilara et al.. Il su�t de lui appliquer la transformation LU qui est telle que le vecteur |φ0〉⊗N
de l’équation (2.60) devienne après transformation le vecteur |0〉⊗N (et, en plus, pour le cas pair que
|φ⊥0 〉⊗N devienne |1〉⊗N ). En d’autres termes, il faut trouver l’opérateur unitaire Û ∈ SU(2)⊗N qui
est tel que Û |ψodd〉 = |ψcano

odd 〉 (Û |ψeven〉 = |ψcano
even〉 pour le cas pair).
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2.4.2 La forme canonique SLOCC

La deuxième méthode de classi�cation est la classi�cation SLOCC. Il a été montré [22, 23], que
deux états appartiennent à la même classe SLOCC si, et seulement si, ils peuvent être transformés
l’un en l’autre par une opération inversible locale (ILO). De telles opérations forment le groupe
SL(2,C)⊗N = SL(2,C) ⊗ ... ⊗ SL(2,C). Le groupe SL(2,C) peut être vu comme juste une
complexi�cation du groupe SU(2) et est donc caractérisé par 3 nombres complexes, soit 6 nombres
réels. Ainsi, il existe donc 2N − 6 invariants réels pour un état symétrique sous transformation
ILO. Comme pour le cas des transformations LU, di�érentes méthodes existent pour calculer ces
invariants.
D’un point de vue géométrique, dans la représentation de Majorana, e�ectuer une transformation
ILO, c’est-à-dire faire agir un opérateur appartenant à SL(2,C)⊗N sur un état symétrique, revient
à e�ectuer une transformation de Möbius sur les points de Majorana de cet état [31, 26].
Comme pour le cas LOCC, un état de forme canonique est un représentant de sa classe. Un état est
de forme canonique s’il s’écrit comme

|ψodd〉 = N
(
|0〉⊗N + |1〉⊗N +

(N−1)/2∑
m=2

λme
ilm |χm〉⊗N

)
si N est impair (2.64)

|ψeven〉 = N
(
|0〉⊗N + |1〉⊗N + λ|c〉⊗N +

N/2∑
m=3

λme
ilm |χm〉⊗N

)
si N est pair (2.65)

avec N un facteur de normalisation, λm et lm ∈ R, λ ∈ C, |c〉 =
(
c|0〉 + |1〉

)
/
√

1 + |c|2 et |χm〉
dé�ni toujours comme (2.58). Les coe�cients c et λ ne sont pas indépendants. Le lien entre ces deux
nombres est donné dans le complément d’information de [6]. Comme pour le cas LOCC, les formes
canoniques permettent de donner 2N − 6 invariants SLOCC : λm, lm, θm et ϕm (avec, en plus, la
partie réelle et imaginaire du complexe λ pour le cas pair).
Encore une fois, ces formes canoniques existent uniquement pour les états génériques et sont uniques.
Elles permettent de caractériser toutes les classes pour ces états génériques. En calculant la forme
canonique d’un état, on sait immédiatement à quelle classe SLOCC il appartient.

Construction de la forme canonique SLOCC

La construction de la forme canonique SLOCC s’e�ectue de la même façon que la LOCC, à l’ex-
ception près que cette fois, il faut trouver un opérateur appartenant à SL(2,C)⊗N qui transforme
|φ0〉⊗N et |φ1〉⊗N en |0〉⊗N et |1〉⊗N respectivement, mais aussi y1eik1 en 1.

Forme canonique SLOCC et matrice densité réduite

Une des motivations initiales de l’étude de la représentation de Mandilara et al. était la recherche
d’états génériques maximalement intriqués (au sens d’une entropie d’intrication maximale). Dorian
Baguette et al., ont prouvé que dans les classes SLOCC d’états non-génériques, il n’existe pas d’états
maximalement intriqués [11]. Naturellement, on se pose alors la question suivante : Toutes les classes
SLOCC d’états génériques possèdent-elles au moins un état maximalement intriqué? Dans ce mémoire,
nous avons voulu savoir si les formes canoniques SLOCC de Mandilara et al. avaient une telle pro-
priété. On a répondu par la négative à cette question. L’étude de la forme canonique de certains états
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a montré qu’elles ne sont pas forcément maximalement intriquées. Bien que l’on n’ait pas encore
explicité comment construire la représentation de Mandilara et al. à partir de celle de Dicke, on pro-
�te de cette section sur les formes canoniques SLOCC pour en présenter un exemple qui n’est pas
maximalement intriquée.
Soit l’état |ψS〉 à 5 qubits qui s’exprime dans la base de Dicke comme

|ψs〉 =
1

2
√

6
|D(0)

5 〉+

√
5

2
√

3
|D(2)

5 〉+

√
5

2
√

6
|D(4)

5 〉+
1√
3
|D(5)

5 〉 (2.66)

Dans la représentation de Mandilara et al., cet état s’écrit comme

|ψS〉 =
1√
3

( 1√
2
|0〉 − 1√

2
|1〉
)⊗5

+
1√
3

( 1√
2
|0〉+

1√
2
|1〉
)⊗5

+
1√
3
|1〉⊗5 (2.67)

On peut déjà souligner que la matrice densité réduite à un qubit de cet état n’est pas maximalement
mélangée. En e�et, elle est donnée par

ρ1 =

( 1
3

1
6
√
2

1
6
√
2

2
3

)
(2.68)

L’entropie d’intrication est donc S(ρ1) = 0.607329, elle n’est donc évidemment non-maximale. On
peut ensuite construire la forme canonique SLOCC de cet état

|ψcano
S 〉 =

1√
3
|0〉⊗5 +

1√
3
|1〉⊗5 − 1√

3

( 1√
2
|0〉 − 1√

2
|1〉
)⊗5

(2.69)

qui, dans la représentation de Dicke, s’exprime comme

|ψcano
S 〉 =

( 1

2
√

3
− 1

4
√

6

)
|D(0)

5 〉+

√
5

4
√

6
|D(1)

5 〉 −
√

5

4
√

3
|D(2)

5 〉

+

√
5

4
√

3
|D(3)

5 〉 −
√

5

4
√

6
|D(4)

5 〉+
( 1

2
√

3
+

1

4
√

6

)
|D(5)

5 〉
(2.70)

Le graphique 2.7 donne la représentation graphique de Majorana de cet état |ψS〉 et de sa forme
canonique SLOCC.
En�n, si l’on calcule la matrice densité réduite de cette forme canonique SLOCC, on obtient la

matrice
ρcano
1 =

( 1
12(6−

√
2) −1

6

−1
6

1
12(6 +

√
2)

)
(2.71)

qui n’est pas maximalement mélangée, et donc, qui ne donne pas lieu à une entropie d’intrication
maximale. En e�et, si on calcule cette grandeur on obtient S(ρcano

1 ) = 0.607329. L’entropie d’in-
trication de l’état |ψS〉 est donc la même que celle de la forme canonique de cet état. Il s’agit d’une
coïncidence. Dans le chapitre 3, on montre que ce n’est, en générale, pas le cas.

2.4.3 Passage de la représentation de Dicke à Mandilara et al.

On va montrer ici comment à partir de la représentation d’un état dans la base de Dicke on peut
construire la représentation de Mandilara et al.. On montre, par la même occasion, que pour un état
générique donné, la décomposition de Mandilara est unique. Dans cette sous-section, on expliquera
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Figure 2.7 – A gauche, la représentation de Majorana de l’état |ψS〉. A droite, la représentation de
Majorana de la forme canonique de cet état.

aussi pourquoi seuls les états génériques admettent une représentation de Mandilara et al.. Comme
la forme de Mandilara et al. n’est pas la même dans le cas d’un nombre de qubits impair ou pair, nous
étudierons d’abord le cas impair puis, en nous basant sur les preuves de ce cas, nous e�ectuerons
celles pour le cas pair. Les démonstrations e�ectuées ici ont initialement été e�ectuées dans le com-
plément d’information de [6].

Démonstration

a) Cas N impair

Passage de la représentation de Dicke à Mandilara et al. :

Il faut montrer qu’un état |ψodd〉 écrit dans la base de Dicke peut se réécrire sous la forme (2.57).
Pour prouver cela, on montre qu’à partir de (2.57) il est possible de construire un polynôme que l’on
égale au polynôme de Majorana de l’état|ψodd〉. Grâce aux racines du polynôme de Majorana, nous
allons pouvoir déterminer les paramètres inconnus de (2.57), c’est-à-dire les cm, θm et ϕm.
Soit |ψodd〉 écrit dans la base de Dicke : |ψodd〉 =

∑N
k=0 dk|D

(k)
N 〉. Pour rappel, à tout état |ψodd〉,

on associe le polynôme de Majorana (2.16) que l’on réécrit : PMaj(α) =
∑N

m=0 λmα
m avec comme

racines de ce polynôme, les N nombres {αi, i = 1, ..., N}. On décide d’appeler α0 l’expression
α0 ≡ PMaj(0). On peut trouver les coe�cients (2.17) et les racines (2.18) de ce polynôme à partir
des coe�cients de l’état dans la base de Dicke.
Pour des raisons pratiques, nous n’allons pas construire le polynôme à partir de (2.57), mais plutôt à
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partir de l’état suivant

|ψodd〉 =

(N−1)/2∑
m=0

c′m|φ′m〉⊗N (2.72)

avec |φ′m〉 des vecteurs non-normalisés

|φ′m〉 = (|0〉+ βm|1〉)

Nous choisissons les c′m, βm tels qu’il existe une relation entre ces nombres et les cm, |φm〉 =
cos(θm/2)|0〉+ sin(θm/2)eiϕm |1〉 :

βm = eiϕm tan(θm/2) c′m =
c′m

(1 + |βm|2)N/2
(2.73)

Ensuite, on projette |ψodd〉 sur l’état |α〉⊗N avec |α〉 = |0〉+α∗|1〉, a�n d’obtenir un polynôme P (α)
que l’on égale à celui de Majorana PMaj(α)

P (α) = 〈α|⊗N
(N−1)/2∑
m=0

c′m|φ′m〉⊗N =

(N−1)/2∑
m=0

c′m(1 + αβm)N = PMaj(α) (2.74)

L’objectif est maintenant de déterminer l’ensemble des {βm} et {c′m}, soitN−1 paramètres, à partir
desN racines αi, i = 1, ..., N . Une fois cela fait, grâce aux relations (2.73), nous pourrons construire
la représentation de Mandilara et al. (2.57). Nous aurons alors non seulement prouvé qu’elle existe
pour tout état générique, mais nous l’aurons également construite pour ces états. Comme on a égalé
P (α) = PMaj(α), les deux polynômes ont forcément les mêmes racines. Ainsi, pour chaque racine
αi, on peut écrire les équations suivantes

(N−1)/2∑
m=0

c′m(1 + αiβm)N = 0 (2.75)

En plus de cet ensemble de N équations, on en écrit une supplémentaire : PMaj(0) = P (0) = α0 :

(N−1)/2∑
m=0

c′m = 0 (2.76)

On remarque que les équations (2.75) forment un système sur-dé�ni pour déterminer les c′m. En e�et,
nous avons N + 1 équations alors que nous avons seulement (N + 1)/2 paramètres c′m. Ainsi, le
système est linéairement dépendant. Un moyen d’imposer cette dépendance linéaire est d’introduire
N vecteurs à N+1

2 + 1 composantes, un pour chaque αi, dé�nis comme suit

Vi =


(1 + αiβ0)

N

(1 + αiβ1)
N

...

(1 + αiβ(N+1)/2)
N

 (2.77)

On peut alors imposer la dépendance linéaire, en imposant que chacun des vecteurs avec i ≥ (N +
1)/2 appartient au sous-espace sous-tendu par les (N−1)/2 premiers. Autrement dit, on impose que
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l’ensemble {V0, V1, ..., V(N−1)/2, Vi} (∀i ≥ (N + 1)/2) est linéairement dépendant. On peut encore
exprimer cette condition, en imposant que le déterminant de la matrice formée par les vecteurs
V0, V1, ..., V(N−1)/2, Vi soit nul. Nous obtenons un ensemble de N − (N − 1/2) = (N + 1)/2
équations qui se présentent sous la forme

det



(1 + α1β0)
N (1 + α1β1)

N ... (1 + α1β(N−1)/2)
N

(1 + α2β0)
N (1 + α2β1)

N ... (1 + α2β(N−1)/2)
N

...
...

. . .
...

(1 + α(N−1)/2β0)
N (1 + α(N−1)/2β1)

N ... (1 + α(N−1)/2β(N−1)/2)
N

(1 + αiβ0)
N (1 + αiβ1)

N ... (1 + αiβ(N−1)/2)
N


= 0 (2.78)

Ainsi, cet ensemble de (N + 1)/2 équations permet de determiner l’ensemble des (N + 1)/2 incon-
nues βm. On peut montrer que la dégénérescence des βm est liée à celle des αm, nous évoquerons
plus précisément ce lien plus tard. Ensuite, il su�t d’utiliser l’équation (2.76) et n’importe quelles
(N − 1)/2 équations de l’ensemble d’équations (2.75) pour calculer les c′m. Pour terminer, on utilise
les relations (2.73), pour calculer les |φm〉 et les cm. Nous avons réussi à construire à partir du poly-
nôme de Majorana, la représentation de Mandilara et al. pour l’état |ψodd〉.

Unicité de la forme de Mandilara et al.

La décomposition (2.57) est unique. Or pour calculer les {βm}, on doit résoudre le déterminant
(2.78) qui est un polynôme d’ordre élevé en les {βm}. Ainsi, il existe plusieurs solutions possibles
pour les {βm}. Néanmoins, un seul de ces ensembles de solutions va permettre de trouver des so-
lutions pour les {c′m}. La preuve de cette unicité n’est pas évidente, et nécessite une étude poussée
du déterminant (2.78). Nous n’e�ectuerons pas cette preuve ici, et nous laissons le lecteur intéressé
consulter le complément d’information de [6] pour cette démonstration.

Preuve que seuls les états génériques possèdent une représentation de Mandilara

Il faut montrer que seuls les états génériques peuvent se décomposer en cette forme de Mandilara et
al.. En d’autres termes, il faut montrer que si la dégénérescence la plus élevée des racines du polynôme de
Majorana (γ) est comprise entre [N+1

2 , N − 1] alors l’état ne peut pas se décomposer en (2.57). Dans les
démonstrations précédentes, on avait supposé que les αi étaient tous non-dégénérés. On considère
maintenant le cas plus général où les α peuvent être dégénérés.
Si un ou plusieurs α sont dégénérés l fois, alors les équations (2.75) et (2.76) ne sont plus su�santes
pour trouver tous les βm et c′m. Dans ce cas, on introduit de nouvelles équations au système déjà
existant :

djP (α)

dαj
|α=αk=

(N−1)/2∑
m=0

c′mβ
j
m(1 + αkβm)N−j = 0 (2.79)

où j = 1, ..., l−1. La solution reste unique dans le cas où l n’est pas trop élevé. Mais si l appartient à
l’intervalle [N+1

2 , N − 1], c’est-à-dire si |ψodd〉 n’est pas un état générique, alors on montre que tous
les βm sont égaux, et donc, vu le système d’équations (2.75), qu’il n’est pas possible de déterminer
des solutions pour les c′m.
Commençons par le cas ou la dégénérescence la plus haute des α (γ) vaut N+1

2 . Soit αk est de dégé-
nérescence N+1

2 . On peut construire un déterminant similaire à celui de l’équation (2.78), en utilisant
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les équations (2.75), (2.79) et l’équation
(N−1)/2∑
m=0

c′m(1 + αkβm)N = 0 (2.80)

On obtient alors, quand on impose que ce nouveau déterminant soit nul,
N−1

2∏
m=0

(1 + αkβm)
N−1

2

N−1
2∏

i=0,j=0,(j>i)

(βi − βj) = 0 (2.81)

Pour que cette condition soit remplie, il faut donc qu’au moins un facteur (1 + αkβm) = 0, ou
que deux βm coïncident. Dans les deux cas, le système qui contenait initialement N+1

2 inconnues
en contient désormais N−1

2 . Ainsi, on peut construire un nouveau déterminant similaire à (2.81) en
prenant cette fois N−1

2 équations (2.79) et (2.80). Le déterminant obtenu est similaire à (2.81), et à
nouveau il faut que deux βm coïncident ou que (1 + αkβm) = 0, on peut ensuite créer un nouveau
déterminant et ainsi de suite. En appliquant (N −3)/2 fois cette procédure on arrive à la conclusion
que tous les βm coïncident, et donc qu’il n’y a pas de solution pour le calcul des c′m, et, par voie
de conséquence, qu’on ne peut écrire l’état dans la forme de Mandilara et al.. On peut e�ectuer un
raisonnement tout à fait analogue pour les autres degrés de dégénérescence : N+1

2 < γ < N .

b) Cas N pair

Passage de la représentation de Dicke à Mandilara et al.

Il faut montrer qu’un état |ψeven〉 écrit dans la base de Dicke, peut se réécrire sous la forme (2.59).
Ce cas se traite de façon similaire au cas impair, avec néanmoins une légère di�érence. On veut cette
fois que la décomposition soit (2.59). Soit, on suppose que |φ⊥0 〉 = |ψ1〉 où |ψ1〉 est indépendant
de |ψ0〉. On e�ectue exactement les mêmes étapes que pour le cas impair pour identi�er les N + 1
inconnues βm 6=1 dans les polynômes :

P (α) =

N/2∑
m=0

c′m(1 + αβm)N = 0 (2.82)

avec comme données les racines du polynôme de Majorana, c’est-à-dire N valeurs de α, et le para-
mètre libre β1. On e�ectue ensuite les mêmes étapes que pour le cas impair pour trouver les βm6=1.
Ainsi, il reste, au �nal, à déterminer le paramètre β1. On doit imposer une nouvelle condition, pour le
calcul de ce paramètre, pour que la décomposition soit unique aux permutations près. La dépendance
des paramètres βm 6=1 en le paramètre β1 donne la condition suivante :

N/2∏
i=0

(1 + β∗i β1) = 0 (2.83)

La solution qui résulte de cette équation n’est pas unique dans le sens où |ψ1〉 peut être orthogonal
à n’importe quels autres états |ψi〉. En d’autres mots, il y a N solutions di�érentes et il faut imposer
une condition supplémentaire pour que la solution soit unique. On choisit la solution qui maximise
l’amplitude |c0| pour |φ0〉⊗N . Ensuite, on e�ectue les mêmes étapes que dans le cas impair pour
calculer les c′m, puis les cm et les |φm〉. On a ainsi bien réussi à obtenir, à partir de la représentation
dans la base de Dicke et des racines du polynôme de Majorana, la représentation (2.59).
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2.4.4 Passage de la représentation de Mandilara et al. à Dicke

Le passage de la représentation de Mandilara et al. à la base de Dicke est bien plus simple que
le passage inverse. En e�et, il su�t de décomposer les vecteurs |φm〉 de (2.57) (ou de (2.59) dans le
cas où N est pair) dans la base de Dicke. Cette opération est aisée puisque les kets |φm〉 sont des
états séparables qui s’écrivent comme (2.58), et donc qui s’expriment dans la base de Dicke comme
(2.28). Évidemment cette décomposition est également unique puisque les vecteurs kets |φm〉 ne se
décomposent que de façon unique dans la base de Dicke.

2.4.5 Passage de la représentation de Mandilara et al. à la représentation DMPS

Il est possible à partir d’un état exprimé dans la représentation de Mandilara et al., de le réex-
primer sous la forme d’une représentation DMPS. Soit un état symétrique |ψS〉 écrit comme (2.57)
(on considère le cas impair, mais le cas pair est totalement similaire) et soit un ensemble de vecteurs{
|ϕi〉, i = 1, ..., N

}
qui constituent une base, c’est-à-dire les vecteurs de "base" d’une représentation

DMPS. Partant de la représentation de Mandilara et al. nous avons successivement

|ψS〉 =

(N−1)/2∑
m=0

cm|φm〉⊗N

=

(N−1)/2∑
m=0

cm

( N∑
i=0

c′i|ϕi〉
)

=

N∑
i=0

( (N−1)/2∑
m=0

c′icm︸ ︷︷ ︸
c′′i

)
|ϕi〉

(2.84)

Cette dernière équation est bien la représentation DMPS (2.27). Le passage inverse, c’est-à-dire com-
mencer avec un état écrit sous forme (2.27) et l’écrire sous forme de Mandilara et al. (2.57) (ou (2.59))
est bien plus ardu. La solution la plus simple que nous avons trouvée est de repasser par la représen-
tation de Dicke.

2.4.6 Lien entre la représentation de Mandilara et al. et la bond dimension

En étudiant la représentation de Mandilara et al., on a pu obtenir certains résultats supplémen-
taires sur la représentation DMPS, plus particulièrement sur l’optimal bond dimension. Considérons
le cas N impair (le cas pair se traite de façon similaire). On sait qu’un état générique |ψodd〉 peut
toujours s’écrire sous la forme de Mandilara et al. (2.57). De là, il est évident que l’optimal bond
dimension Dop est nécessairement inférieure ou égale à (N + 1)/2. Le lien ne s’arrête pas là. Si,
dans la représentation de Mandilara et al., on a exactement D ≤ (N + 1)/2 coe�cients non nuls,
c’est-à-dire l’état peut s’écrire sous la forme de Mandilara et al.

|ψodd〉 =

D−1∑
m=0

cm|φm〉⊗N (2.85)

alors l’optimal bond dimension est Dop = D.
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Démonstration

La preuve procède par l’absurde. Si on avaitDop > D, alors, par dé�nition,Dop ne serait pas l’optimal
bond dimension. Et si on avait Dop < D, alors on pourrait écrire

|ψodd〉 =

Dop−1∑
m=0

c′m|φ′m〉⊗N (2.86)

avec Dop − 1 < (N − 1)/2. Dans ce cas, l’équation (2.86) serait aussi une représentation de Mandi-
lara et al. avec (N + 1)/2−Dop coe�cients c′m nuls. On obtiendrait alors deux représentations de
Mandilara et al. di�érentes (2.85) et (2.86). Or, la représentation de Mandilara et al. est unique. On en
conclut donc que Dop ne peut pas être plus petit que D. Ainsi, D = Dop.

En conclusion, trouver la représentation de Mandilara et al. d’un état générique permet immédia-
tement d’en obtenir l’optimal bond dimension. La réciproque est vrai aussi : trouver la représentation
DMPS d’un état générique qui donne l’optimal bond dimension revient à trouver sa représentation
de Mandilara et al.. Obtenir la représentation de Mandilara et al. n’est cependant pas toujours chose
aisée. En e�et, même avec un ordinateur, le calcul du déterminant (2.78) peut demander beaucoup de
temps et de précision. Ainsi, calculer la DMPS d’un état générique pour l’optimal bond dimension
pourrait être une méthode plus rapide et plus e�cace pour obtenir la forme de Mandilara et al.. Il
est à noter que, dans le complément d’information [5], les auteurs de l’article donnent une méthode
permettant de calculer la DMPS donnant lieu à l’optimal bond dimension. Nous n’avons malheureu-
sement pas eu le temps d’implémenter cette méthode lors de ce mémoire.

2.5 Tableau récapitulatif des représentations

Passage de
la représentation→ Dicke Majorana Mandilara et al. DMPS
à la représentation ↓

Dicke Équation (2.6) Équation (2.22) Équation (2.28) Équation (2.45)

Majorana Équations (2.17) Équation (2.15) (—) (—)
(2.18) (2.20)

Mandilara et al. Équations (2.72) (—) Équations (2.57) (—)
à (2.78) (2.59)

DMPS Équation (2.45) (—) Équation (2.84) Équation (2.27)
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Dicke |ψS〉 =
∑N

k=0 dk|D
(k)
N 〉

Majorana |ψS〉 = N
∑

σ |φσ(1)〉 ⊗ ...⊗ |φσ(N)〉

|ψS〉 ↔ {(θi, ϕi)}Ni=1

Mandilara N impair : |ψodd〉 =
∑(N−1)/2

m=0 cm|φm〉⊗N
et al.

N pair : |ψeven〉 = c0|φ0〉⊗N + c1|φ⊥0 〉⊗N +
∑N/2

m=2 cm|φm〉⊗N

Forme canonique LOCC : |ψcano LU
odd 〉 = N

(
|0〉⊗N

+y1|χ1〉⊗N
∑(N−1)/2

m=2 yme
ilm |χm〉⊗N

)
|ψcano LU

even 〉 = N
(
|0〉⊗N

+y1|1〉⊗N
∑N/2

m=2 yme
ilm |χm〉⊗N

)
Forme canonique SLOCC : |ψcano ILO

odd 〉 = N
(
|0〉⊗N

+|1〉⊗N
∑(N−1)/2

m=2 λme
ilm |χm〉⊗N

)
|ψcano ILO

even 〉 = N
(
|0〉⊗N + |1〉⊗N

+λ|c〉⊗N +
∑N/2

m=3 λme
ilm |χm〉⊗N

)
DMPS

|ψS〉 =
∑N

m=0 cm|φm〉⊗N

Base polygone régulier : |φm〉 = cos(π/4)|0〉+ e
im2π
(N+1) sin(π/4)|1〉 ∀m = 0, ..., N

Base pyramidale : |φ0〉 = |0〉

|φm〉 = cos(π/4)|0〉+ e
im2π
N sin(π/4)|1〉 ∀m = 1, .., N

Base bipyramidale : |φ0〉 = |0〉

|φ1〉 = |1〉

|φm〉 = cos(π/4)|0〉+ e
im2π
(N−1) sin(π/4)|1〉 ∀m = 2, ..., N
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Chapitre 3

Illustration des di�érentes
représentations

Ce chapitre présente di�érents types d’états, que l’on exprime dans les di�érentes représenta-
tions du chapitre précédent. Ce sont les résultats que nous avons obtenus lors de nos recherches,
analytiquement ou à partir de codes Mathematica développés tout au long du mémoire.
Les di�érents types d’états que l’on présente ici sont des états particulièrement importants et inté-
ressants pour le domaine de l’information quantique, parmi lesquels
• Les étatsGHZ.Ces états ont une intrication maximale, et sont souvent utilisés en information

quantique, notamment pour la communication et la cryptographie quantique [13].
• Les états polygones réguliers. Il s’agit d’une variante du GHZ. De tels états ne sont pas

forcément maximalement intriqués. Ces états sont tous maximalement fragiles par rapport
à la perte d’un qubit, c’est-à-dire que, suite à la perte d’un qubit, l’état n’est plus intriqué,
autrement dit, l’état restant est séparable [22].

• Les états de Dicke. Ils ont les particularités d’être faciles à produire en laboratoire [32] [33].
Par ailleurs, leur intrication est robuste par rapport à la perte de qubits [34].

Pour chaque type d’états, on commence par les dé�nir dans la base de Dicke avant de construire leur
forme dans les autres représentations.

3.1 Etats GHZ à N qubits

3.1.1 Etats GHZ dans la représentation de Dicke

L’état GHZ ou l’état Greenberger–Horne–Zeilinger est un état maximalement intriqué, dans
le sens où la matrice densité réduite à 1 qubit est maximalement mélangée. Ce genre d’état a été
étudié pour la première fois par Greenberger, Horne, Zeilinger en 1989 [12]. Depuis, ils ont déjà été
abondamment étudiés [35], mais également été véri�és expérimentalement [36]. Le GHZ possède
également des applications, notamment en communication et cryptographie quantique [13]. Il s’agit
d’un état intriqué relativement simple qui peut se dé�nir pour n’importe quel nombre de qubits. On
dé�nit le GHZ dans la base de Dicke pour un nombre de qubits arbitraire N

|GHZN 〉 =
|D(0)

N 〉+ |D(N)
N 〉√

2
(3.1)
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ou écrit autrement
|GHZN 〉 =

|0〉⊗N + |1〉⊗N√
2

(3.2)

On voit ainsi que le GHZ est toujours une superposition où tous les sous-systèmes sont à la fois dans
l’état |0〉 et dans l’état |1〉.

Montrons que, quel que soit le nombre de qubitsN , la matrice densité réduite à un qubit de l’état
GHZ est toujours maximalement mélangée,

ρ1 =

(
1/2 0

0 1/2

)
(3.3)

et donne par conséquent lieu a une entropie d’intrication S(|GHZN 〉) = −Tr(ρ1 log2 ρ1) maximale.

Démonstration

Soit l’opérateur densité correspondant à l’état GHZ,

ρ = |GHZ〉〈GHZ|

=
1√
2

(|0〉⊗N + |1〉⊗N )
1√
2

(〈0|⊗N + 〈1|⊗N )

=
1

2
|0〉⊗N 〈0|⊗N +

1

2
|0〉⊗N 〈1|⊗N +

1

2
|1〉⊗N 〈0|⊗N +

1

2
|1〉⊗N 〈1|⊗N

(3.4)

La représentation matricielle de ρ dans la base de Dicke est la matrice (N + 1)× (N + 1)

ρ =


1/2 0 ... 0 1/2

0 0 .. 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 .. 0 0

1/2 0 ... 0 1/2

 (3.5)

Sa matrice densité réduite à N − 1 qubits est donnée par

ρ1,..,N−1 = 〈0|ρ|0〉+ 〈1|ρ|1〉

=
1

2
〈0||0〉⊗N 〈0|⊗N |0〉+

1

2
〈1||1〉⊗N 〈1|⊗N |1〉

=
1

2
|0〉⊗N−1〈0|⊗N−1 +

1

2
|1〉⊗N−1〈1|⊗N−1

(3.6)

La représentation matricielle dans la base de Dicke de ρ1,...,N−1 est la matrice N ×N

ρ1,..,N−1 =


1/2 0 ... 0 0

0 0 .. 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 .. 0 0

0 0 ... 0 1/2

 (3.7)
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On calcule alors la matrice densité réduite à N − 2 qubits

ρ1,..,N−2 = 〈0|ρ1,..,N−1|0〉+ 〈1|ρ1,..,N−1|1〉

=
1

2
〈0||0〉⊗N−1〈0|⊗N−1|0〉+

1

2
〈1||1〉⊗N−1〈1|⊗N−1|1〉

=
1

2
|0〉⊗N−2〈0|⊗N−2 +

1

2
|1〉⊗N−2〈1|⊗N−2

(3.8)

Représentée dans la base de Dicke par la matrice de dimension (N − 1)× (N − 1)

ρ1,..,N−2 =


1/2 0 ... 0 0

0 0 .. 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 .. 0 0

0 0 ... 0 1/2

 (3.9)

Les matrices (3.7) et (3.9) ont la même forme, c’est-à-dire que tous leurs éléments sont nuls à l’ex-
ception de l’élément sur la première ligne et première colonne et l’élément sur la dernière ligne et
dernière colonne. Ainsi, il est clair, vu l’expression (3.8), que si l’on e�ectue j fois le même procédé,
on obtient alors la matrice densité réduite à N − j qubits, qui est encore une fois de la même forme
que (3.7) et (3.9). En particulier, si on calcule la matrice densité réduite à un qubit, on obtient donc
bien la matrice (3.3). Ce raisonnement est valable pour toutN , on a donc bien prouvé que, pour tout
N , l’état GHZ est bien un état maximalement intriqué vis-à-vis de l’entropie d’intrication.

3.1.2 Etats GHZ dans la représentation de Majorana

On a que pour un nombre de qubits arbitraire N l’état du GHZ en représentation de Majorana
est

|GHZN 〉 = N
∑
σ

|φσ(1)〉 ⊗ ...⊗ |φσ(N)〉 (3.10)

avec

|φm〉 = cos(π/4)|0〉+ ei(2mπ)/N sin(π/4)|1〉 ∀N impair (3.11)
|φm〉 = cos(π/4)|0〉+ ei((2m−1)π)/N sin(π/4)|1〉 ∀N pair (3.12)

Sur la sphère de Bloch, les points qui caractérisent le GHZ sont toujours aux sommets d’un polygone
régulier, dans le plan de l’équateur. Par exemple, pour le GHZ à 3 qubits, il s’agit d’un triangle équi-
latéral. Pour le cas où N est impair, alors un des points est toujours situé en (π/2, 0). Dans le cas
pair, deux points sont toujours situés à égale distance sur l’équateur du point (π/2, 0) voir la Figure
3.1.

Montrons que le GHZ correspond toujours en représentation de Majorana à un polygone régulier.
Démonstration

En e�et, le polynôme de Majorana (2.11) pour un nombre N quelconque de qubits est

P (z) =
1√
2

+
(−z)N√

2
(3.13)
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Figure 3.1 – Représentation de Majorana sur la sphère de Bloch, pour respectivement 3, 4, 5 et 6
qubits. Dans le cas à 3 qubits, les points forment les sommets d’un triangle équilatéral ; pour 4 qubits,
aux sommets d’un carré ; pour 5 qubits, aux sommets d’un pentagone régulier et pour 6 qubits, aux
sommets d’un hexagone régulier.

L’équation permettant de calculer les racines d’un tel polynôme est donc

(−z)N = −1 (3.14)

Cette équation donne toujours N solutions situées dans le plan complexe.
Les solutions pour le cas impair :

zj = ei
2π
N
j ∀j = 1, ..., N (3.15)

Les solutions pour le cas pair :

zj = ei
(2j−1)π

N ∀j = 1, ..., N (3.16)

Ainsi, en calculant les angles pour la représentation de Majorana on obtient bien que les points sur la
sphère de Bloch sont toujours dans le plan de l’équateur (θj = π/2∀j = 1, ...N ) et aux sommets d’un
polygone régulier (φj = 2πj/N∀j = 1, ...N , pour le cas impair et φj = (2j − 1)π/N∀j = 1, ...N
pour le cas pair).

46



3.1.3 Etats GHZ dans la représentation de Mandilara et al.

Dans cette représentation il faut décomposer le GHZ, comme l’équation (2.57) ou (2.59) sui-
vant la parité de N . Néanmoins, le GHZ exprimé dans la base de Dicke (3.2) est déjà sous la forme
(2.57)/(2.59). En e�et, l’équation (3.2) est bien une somme d’états |φ〉⊗N . Le GHZ dans la représen-
tation de Mandilara et al. est la même que dans la représentation de Dicke :

|GHZN 〉 =

(N−1)/2∑
m=0

cm|φ〉⊗N =
|0〉⊗N√

2
+
|1〉⊗N√

2
Si N est impair : (3.17)

|GHZN 〉 =

N/2∑
m=0

cm|φ〉⊗N =
|0〉⊗N√

2
+
|1〉⊗N√

2
Si N est pair : (3.18)

Ainsi, les cm sont tous nuls à l’exception de c0 et c1 qui valent chacun 1√
2
, les angles θ1 et ϕ1 valent

0, alors que le couple d’angles θ1 et ϕ1 vaut (π, 0).

Forme canonique LOCC :

Cherchons maintenant la forme canonique LOCC pour le GHZ. Encore une fois, on va voir que
la forme canonique du GHZ est le GHZ lui-même. En e�et, en appliquant l’algorithme permettant
de calculer la forme canonique LOCC sur le GHZ, on obtient comme solution le GHZ, et ce, pour
n’importe quel nombre de qubits. On peut se rendre compte de cela sans passer par la simulation
numérique.
On remarque d’abord que l’équation (3.2) est aussi de la forme de Mandilara et al. arrangée (2.60)/(2.61).
Avec cette fois-ci tous les yi nuls à l’exception d’un seul yi qui vaut 1, etN = 1√

2
. A bien y regarder,

on se rend compte que le GHZ est même dans la forme canonique, dans le cas où tous les ym sont
nuls à l’exception de y1 qui est égal à 1. Comme la forme canonique est unique, on a bien montré
que les états GHZ sont la forme canonique de leur classe LOCC.

Forme canonique SLOCC :

Le GHZ est également sa propre forme canonique pour le cas SLOCC. On peut faire exactement
le même raisonnement que pour la forme canonique LOCC. Encore une fois, vu l’unicité de la forme
canonique SLOCC, on a bien que le GHZ est sa propre forme canonique SLOCC, avec tous les coef-
�cients λm = 0 (le coe�cient λ est également nul dans le cas pair).

3.1.4 Etats GHZ dans la représentation DMPS

On décompose ici le GHZ dans di�érentes représentations DMPS dé�nies dans le chapitre pré-
cédent.

Décomposition du GHZ dans la base polygone régulier

Le GHZ dans la représentation de Majorana est un polygone régulier situé dans le plan de l’équa-
teur. Or, la base polygone régulier est également représentée sur la sphère de Bloch comme un po-
lygone régulier. Néanmoins, contrairement à ce que l’on pourrait croire, le polygone régulier formé
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par la représentation de Majorana du GHZ et celui qui représente les états de la base polygone régu-
lier ne sont pas les mêmes. En e�et, pour le GHZ à N qubits, le polygone régulier qu’il forme dans
la représentation de Majorana sera un polygone à N côtés, alors que la base polygone régulier à N
qubits forme sur la sphère de Bloch un polygone à N + 1 côtés.
Pour le GHZ à 3 qubits, on trouve la décomposition suivante :

|GHZ3〉 =
(1

2
+
i

2

)
|φ0〉⊗3 +

(1

2
− i

2

)
|φ2〉⊗3 + |φ3〉⊗3 (3.19)

où les |φj〉 sont dé�nis à l’équation (2.46) pour N = 3.
On a également essayé pour 4 et 5 qubits, néanmoins, les expressions deviennent rapidement trop
longues et peu dignes d’intérêt.

Décomposition du GHZ dans la base pyramidale

La décomposition du GHZ dans cette base est particulièrement intéressante. En e�et, comme
montré sur la Figure 3.2, on va décomposer le GHZ en des états qui représentent chacun un point du
GHZ dans la représentation de Majorana (en plus de l’état |0〉, représentant le point qui est au pôle
nord). On obtient pour le GHZ à 3 qubits la décomposition suivante :

Figure 3.2 – A gauche, la représentation de Majorana du GHZ à 5 qubits. A droite, Les points
dé�nissant les états de la base pyramidale pour N = 5.

|GHZ3〉 =
2

3
|φ1〉⊗3 +

2

3
|φ2〉⊗3 +

2

3
|φ3〉⊗3 (3.20)

Les |φj〉 sont dé�nis dans l’équation (2.49). On remarque que tous les coe�cients pour les états qui
représentent un point de la représentation de Majorana du GHZ sont tous égaux et valent : 2

√
2

3 ,
alors que le coe�cient c0 = 0. On voit ici, toute la bizarrerie de travailler dans des bases non-
orthonormées. En e�et, le GHZ n’a aucune contribution en le vecteur |φ0〉⊗3 = |0〉⊗3, alors que ce
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vecteur apparait dans l’expression du GHZ (3.2). On pourrait croire que les coe�cients cm 6=0 sont
égaux parce que l’on décompose un état dont sa représentation de Majorana est un ensemble de
points dans le plan de l’équateur (qui est le plan du polygone régulier formé par les vecteurs de la
base). Il n’en est rien. Nous avons essayer de décomposer d’autres états dont la représentation de
Majarana est un ensemble de points dans le plan de l’équateur, voir Figure 3.3, les coe�cients cm6=0

ne sont pas du tout égaux, d’ailleurs c0 n’est même pas nul.
On trouve la décomposition pour le GHZ à 5 qubits :

Figure 3.3 – Représentation de Majorana d’un état |ψ〉 à 3 qubits caractérisé par les angles θ1 =
θ2 = θ=φ/2 et ϕ1 = 0, ϕ1 = π/3 et ϕ3 = π/4. Dans la base polygone régulier, il s’écrit comme
|ψ〉 = (6−3i)+(3−2i)

√
3

6
√

7+
√
3
|φ0〉⊗3 + 3+2i

√
3

6
√

7+
√
3
|φ1〉⊗3 + 1+i

√
3

2
√

7+
√
3
|φ2〉⊗3 + (6+3i)−(5−4i)

√
3

6
√

7+
√
3
|φ3〉⊗3. Dans

cette base aucun coe�cient cm n’est égal égaux et c0 est non nul.

|GHZ5〉 =
4

5
|φ1〉⊗5 +

4

5
|φ2〉⊗5 +

4

5
|φ3〉⊗5 +

4

5
|φ4〉⊗5 +

4

5
|φ5〉⊗5 (3.21)

On voit que l’expression pour 5 qubits est similaire à celle à 3 qubits. PourN = 7, on obtient, toujours
à l’aide du code Mathematica, encore une expression semblable

|GHZ7〉 =
8

7
|φ1〉⊗7 +

8

7
|φ2〉⊗7 +

8

7
|φ3〉⊗7 +

8

7
|φ4〉⊗7 +

8

7
|φ5〉⊗7 +

8

7
|φ6〉⊗7 +

8

7
|φ7〉⊗7 (3.22)

Une formule générale pour la décomposition du GHZ àN qubits, avecN impair, semble se dégager :

|GHZN 〉 =
N∑
m=1

2(N−1)/2

N
|φm〉⊗N (3.23)

Il faut véri�er que cette formule intuitée est bien la solution du système (2.51). Si c’est bien le cas, la
formule intuitée est alors correcte. La formule intuitée suppose les cm comme suit{

c0 = 0

cm = 2(N−1)/2

N ∀m = 1, ..., N
(3.24)
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En remplaçant ces coe�cients dans (2.51), on a bien que d0 = dN = 1√
2

et dk = 0 ∀k = 1, .., N −
1 1.
Intuitivement, on pourrait croire que le comportement est di�érent pour un nombre pair de qubits.
En e�et, dans le cas d’un nombre pair de qubits, les polygones que forme la base de la pyramide et le
GHZ ne sont plus exactement les mêmes. En réalité, le polygone formé par le GHZ est une rotation
du polygone formé par la base de la pyramide, voir Figure 3.4.
La formule (3.23) reste néanmoins valable. En e�et, on a démontré que cette formule intuitée satisfait

Figure 3.4 – A gauche, la représentation de Majorana du GHZ à 4 qubits. A droite, la base pyramidale
pour un état à 4 qubits. On voit que la base de la pyramide est une rotation du GHZ.

bien le système d’équations (2.51), pour tout N . La décomposition du GHZ à 4 qubits donne :

|GHZ4〉 =
1√
2
|φ1〉⊗4 +

1√
2
|φ2〉⊗4 +

1√
2
|φ3〉⊗4 +

1√
2
|φ4〉⊗4 (3.25)

Or, (3.23) pour N = 4 redonne (3.25). On a donc démontré la forme du GHZ pour n’importe quel
nombre de qubits dans la base pyramidale : (3.23). On insiste encore une fois que dans cette base tous
les coe�cients cm sont identiques à l’exception de c0 qui est nul.

Décomposition du GHZ dans la base bipyramidale

Cette décomposition est assez immédiate. On va décomposer le GHZ dans une base qui constitue
à la fois un polygone régulier (avec un côté en moins que le GHZ, voir Figure 3.5) et un point situé
à chacun des pôles. Or, on sait que le pôle nord représente le vecteur |0〉 et le pôle sud le vecteur |1〉.
Comme le GHZ est une superposition d’état |0〉⊗N et |1〉⊗N , on a

|GHZN 〉 =
1√
2
|φ0〉⊗N +

1√
2
|φ1〉⊗N (3.26)

1. Dans le calcul de ces coe�cents, on doit calculer la somme
∑N
m=1 e

i 2πm
N

k qui est toujours nulle.
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Figure 3.5 – A gauche, la représentation de Majorana du GHZ à 5 qubits. A droite, la base bipyra-
midale pour un état à 5 qubits.

3.1.5 Tableau récapitulatif des représentations du GHZ

Ce tableau récapitule les di�érentes expressions du GHZ dans les di�érentes représentations. Il
est à noter que pour la représentation de Majorana, ce n’est pas directement l’expression de l’état
(2.11) qui sera donnée, mais bien les angles qui caractérises les points sur la sphère de Bloch (2.15).
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Dicke |GHZN 〉 =
|D(0)
N 〉+|D

(N)
N 〉√

2

Majorana N impair :
{

(θj , ϕj) = (π2 , 2jπ), j = 1, ..., N
}

N pair :
{

(θj , ϕj) =
(
π
2 , (2j − 1) πN

)
, j = 1, ..., N

}

Mandilara |GHZN 〉 = |0〉⊗N√
2

+ |1〉⊗N√
2

et al.

Forme canonique LOCC : |GHZcano LU
N 〉 = |0〉⊗N√

2
+ |1〉⊗N√

2

Forme canonique SLOCC : |GHZcano ILO
N 〉 = |0〉⊗N√

2
+ |1〉⊗N√

2

DMPS Base polygone régulier : |GHZ3〉 =
(
1
2 + i

2

)
|φ0〉⊗3 +

(
1
2 −

i
2

)
|φ2〉⊗3 + |φ3〉⊗3

(Pour N = 3)
Bond dimension : D = 3

Base pyramidale : |GHZN 〉 =
∑N

m=1
2(N−1)/2

N |φm〉⊗N
(Pour tout N )

Bond dimension : D = N + 1

Base bipyramidale : |GHZN 〉 = 1√
2
|φ0〉⊗N + 1√

2
|φ1〉⊗N

(Pour tout N )
Bond dimension : D = 2→ optimale
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3.2 Etats polygones

3.2.1 Etats polygones réguliers dans la représentation de Dicke

Les états polygones réguliers sont une variante du GHZ 2, dans le sens où, comme pour le GHZ,
seuls les coe�cients d0 et dN du développement dans la base de Dicke sont non nuls. Cependant,
contrairement aux états de Greenberger–Horne–Zeilinger, ces deux coe�cients ne sont pas néces-
sairement égaux. Ainsi, la forme générale d’un état polygone régulier à N qubits est :

|ψpolygone〉 =
1√

|d0|2 + |dN |2
(
d0|D(0)

N 〉+ dN |D(N)
N 〉

)
(3.27)

Contrairement au GHZ, ces états ne sont, en général, pas maximalement intriqués. Des tests sur
mathematica ont permis de trouver la forme générale de la matrice densité réduite à un qubit d’un
état (3.27)

ρ1 =

( d0d∗0
|d0|2+|d1|2 0

0
d1d∗1

|d0|2+|d1|2

)
(3.28)

Ce qui ne donne, en général, pas une entropie d’intrication maximale.

3.2.2 Etats polygones dans la représentation de Majorana

Le polynôme de Majorana pour un état polygone arbitraire quelconque (3.27) est

P (z) =
1√

|d0|2 + |dN |2
(d0 + dN (−z)N ) (3.29)

et l’équation permettant de trouver les racines de Majorana, P (z) = 0, s’écrit

(−z)N =
−d0
dN

(3.30)

Les solutions de cette équation sont donc

zj =
( |d0|
|dn|

)1/N
ei

2π
N
j Pour N impair (3.31)

zj =
( |d0|
|dn|

)1/N
ei

(2j−1)π
N Pour N pair (3.32)

Ces solutions sont identiques à celles du GHZ à un préfacteur ( |d0||dn|)
1/N près. La représentation sur

la sphère de Bloch, illustrée à la Figure 3.6, montre di�érents états polygones réguliers. Le nom état
polygone provient, en fait, de leur représentation de Majorana. En e�et, les solutions (3.32) nous
renseignent que la représentation de Majorana de tels états donnera toujours un polygone régulier
dans un plan parallèle à l’équateur. Tous les points de Majorana, pour un état polygone régulier, sont
caractérisés par un même angle θ. Cet angle est celui que fait le plan formé par le polygone régulier
avec la verticale. En toute généralité cet angle θ vaut, pour un état polygone régulier,

θj = 2 arccot
∣∣∣(d0
dn

)1/N ∣∣∣ (3.33)
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Figure 3.6 – Représentation de Majorana de di�érents états polygones à 3,4 et 5 qubits. L’expression
de l’état à 3 qubits est |ψpolygone〉 = N

(
|D(0)

3 〉+ (12 + 5i)|D(3)
3 〉
)
, de celui à 4 qubits |ψpolygone〉 =

N
(
(10 + 10i)|D(0)

3 〉 + (1 + i)|D(3)
3 〉
)
, celui à 5 qubits |ψpolygone〉 = N

(
8|D(0)

3 〉 + (1 + i)|D(3)
3 〉
)

avec N un facteur de normalisation.

Un état polygone régulier forme un polygone dans le plan de l’équateur uniquement si |d0| = |dN |.
En e�et, on sait, grâce aux transformations de Möbius, que si l’on multiplie uniquement par une
phase alors les points e�ectuent une rotation (il reste dans le plan de l’équateur). Si on multiplie
maintenant par un réel, on va avoir une dilatation des points ce qui signi�e que le polygone va se
trouver dans un plan parallèle à l’équateur. Si la di�érence |d0| − |dN | est positive alors le polygone
se forme dans la partie supérieure de la sphère. Plus cette di�érence est grande, plus le polygone est
dans un plan proche du pôle nord. Et, évidemment, au plus cette di�érence est négative au plus la
�gure géométrique est dans un plan proche du pôle sud.

3.2.3 Etats polygones réguliers dans la représentation de Mandilara et al.

Tout comme le GHZ, les états polygones réguliers sont déjà de Mandilara et al. (2.57)/(2.59),
avec tous les coe�cients cm nuls, à l’exception de c0 et c1. Ainsi, la forme dans la représentation de
Mandilara et al. d’un état polygone régulier est la même que celle dans la représentation de Dicke

|ψpolygone〉 =
1√

|c0|2 + |c1|2
(c0|0〉⊗N + c1|1〉⊗N ) (3.34)

où les c0 et c1 sont respectivement égaux aux coe�cients d0 et dN de l’équation (3.27).
La Figure 3.7 montre qu’un état qui forme un polygone régulier (mais pas nécessairement dans un
plan parallèle à l’équateur) peut toujours par rotation se ramener à un état polygone régulier. Ceci
est pratique, car, l’expression dans la base de Dicke d’un état formant un polygone régulier dans un
plan non parallèle à l’équateur est bien plus compliquée. Ainsi, il est plus facile d’étudier de tels états
une fois ramenés à un état polygone régulier.

1) La forme canonique LOCC :

2. Dans la littérature [26] ces états sont parfois appelés états type-GHZ.
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Figure 3.7 – A gauche, un état polygone régulier à 5 qubits |ψpolygone〉 = 5i√
26
|D(0)

N 〉+ 1√
26
|D(N)

N 〉.
Au centre, le même état après avoir e�ectué une rotation d’un angle π

6 autour de l’axe x, c’est-à-
dire après avoir appliqué une transformation unitaire. A droite, la forme canonique LOCC de l’état
polygone régulier |ψpolygone〉 : |ψcano

polygone〉 = 5|D(0)
N 〉+ |D(N)

N 〉

Nous avons d’abord recherché la forme canonique pour un état polygone régulier à trois qubits,
un tel état est appelé état triangle équilatéral |ψ4〉

|ψ4〉 =
1√

|c0|2 + |c3|2
(c0|0〉⊗N + c3|1〉⊗N ) (3.35)

La première étape a été d’appliquer le code à certains états triangles équilatéraux pour obtenir la
forme canonique, voici quelques exemples :

Etat triangle équilatéral 1 :
|ψ4〉 = N ((i+ 1)|0〉⊗N + |1〉⊗N ) (3.36)

Forme canonique 1

|ψcano
4 〉 =

√
2

3
|0〉⊗N +

√
1

3
|1〉⊗N (3.37)

Etat triangle équilatéral 2 :

|ψ4〉 = N (i|0〉⊗N + (1 + 5i)|1〉⊗N ) (3.38)

Forme canonique 2

|ψcano
4 〉 =

√
26

3
√

3
|0〉⊗N +

1

3
√

3
|1〉⊗N (3.39)

Après quelques tests, on a pu intuiter une formule générale pour tous les états triangles équilatéraux
(3.34)

|ψcano
4 〉 =

1√
(|c>|2 + |c<|2)

(
|c>||0〉⊗3 + |c<||1〉⊗3

)
(3.40)

avec |d>| = sup{|c0|, |c1|} et |d<| = min{|c0|, |c1|}. Il faut maintenant prouver que la formule
intuitée (3.40) est bien la forme canonique de (3.34). Pour cela, deux choses sont à prouver. Première-
ment, que l’état (3.40) est bien la forme canonique, c’est-à-dire qu’il a bien la même forme que (2.62).
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Ensuite, que ces deux états sont reliés par une transformation SU(2), et donc qu’ils appartiennent
bien à la même classe LOCC. On e�ectue ici la démonstration pour 3 qubits, mais elle se généralise
pour un nombre arbitraire N de qubits.

Démonstration

1) Montrons que (3.40) est bien sous forme canonique.

Pour rappel, la forme canonique à 3 qubits est donnée par :

|ψodd〉 = N
(
|0〉⊗N + y1|χ1〉⊗N ) (3.41)

avec y1 réel et N un facteur de normalisation. Vu la dé�nition des vecteurs de la base de Dicke, on
peut remarquer que l’équation (3.40) est déjà dans la représentation de Mandilara et al. non arrangée
(2.57). En e�et

|ψcano
4 〉 =

1√
(|c>|2 + |c<|2)

(
|c>||0〉⊗3 + |c<||1〉⊗3

)
(3.42)

Il s’agit bien de la forme de Mandilara et al. non arrangée où les coe�cients c0 et c1 de l’équation
(2.57) sont respectivement |c>|√

(|c>|2+|c<|2)
et |c<|√

(|c>|2+|c<|2)
et avec θ0 = 0, ϕ0 = 0 et θ1 = π, ϕ1 = 0.

En factorisant, on peut obtenir la représentation de Mandilara et al. réarrangée (2.60)

|ψcano
4 〉 =

|c>|√
(|c>|2 + |c<|2)

(
|0〉⊗3 +

|c<|
|c>|
|1〉⊗3

)
(3.43)

Cette équation n’est pas seulement de la forme de Mandilara et al. réarrangée mais également de la
forme canonique (3.41), avec y1 = |c<|

|c>| et θ1 = π, ϕ1 = 0. Ainsi, par unicité de la forme canonique,
on a bien que |ψcano

4 〉 est la forme canonique. On remarque que ceci reste vrai pour les états polygones
réguliers à N qubits. Dans ce cas, l’équation (3.40) devient

|ψcano
polygone〉 =

|c>|√
(|c>|2 + |c<|2)

(
|0〉⊗N +

|c<|
|c>|
|1〉⊗N

)
(3.44)

Il reste à prouver que |ψcano
4 〉 et |ψ4〉 de l’équation (3.35) sont bien liés par une transformation uni-

taire.

2) Montrons que |ψcano
4 〉 et |ψ4〉 sont reliés par une transformation unitaire locale.

Pour démontrer cela, il su�t de construire une matrice unitaire qui va transformer |ψ4〉 en |ψcano
4 〉.

Un petit lemme est nécessaire à la construction de cette matrice :

Lemme :
Pour tout vecteur |ψs〉 =

∑N
k=0 dk|D

(k)
N 〉, il existe une transformation unitaire U qui transforme

|ψs〉 en |ψ′s〉 = U |ψs〉 =
∑N

k=0 d
′
k|D

(k)
N 〉 tel que d′i et d′j (i 6= j) ont la même phase et |d′k| = |dk|,

∀k 6= i, j. La matrice U qui permet une telle transformation est, dans la base computationnelle
{|0〉, |1〉} , de la forme

U =

(
eiα 0

0 1

)
(3.45)
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Ainsi, en jouant sur la phase globale, on peut rendre d′i et d′j réels et positifs.

On peut maintenant construire la matrice unitaire qui transforme (3.27) à 3 qubits en (3.40). Dans le
cas où |c0| > |c3|, on choisit la phase dans (3.45) comme α = 1

3

(
Arg(c3)− Arg(c0)

)
de sorte que la

matrice U⊗3 est donnée, dans la base de Dicke, par

U⊗3 =


ei(Arg(c3)−Arg(c0)) 0 0 0

0 e
2i
3
(Arg(c3)−Arg(c0)) 0 0

0 0 e
i
3
(Arg(c3)−Arg(c0)) 0

0 0 0 1

 (3.46)

En multipliant |ψ4〉 par U⊗3 et par un facteur de phase globale e−iArg(c3), on obtient

|ψcano
4 〉 = e−iArg(c3)U |ψ4〉 (3.47)

.
Pour le cas où |c3| ≥ |c0|, il faut choisir la matrice

U =

(
0 e

i
3
(Arg(c0)−Arg(c3))

1 0

)
(3.48)

de sorte que U⊗3 est donnée par

U⊗3 =


0 0 0 ei(Arg(c0)−Arg(c3))

0 0 e
2i
3
(Arg(c0)−Arg(c3)) 0

0 e
i
3
(Arg(c0)−Arg(c3)) 0 0

1 0 0 0

 (3.49)

En multipliant |ψ4〉 par U⊗3 et un facteur de phase globale e−iArg(c0), on obtient e−iArg(c0)U |ψ4〉 =
|ψcano
4 〉.Au �nal, nous avons démontré que |ψ4cano〉 est la forme canonique pour des états triangles

équilatéraux.
La formule (3.40) peut en fait être généralisée pour n’importe quel nombre N de qubits

|ψcano
polygone〉 =

1√
(|c>|2 + |c<|2)

(
|c>||0〉⊗N + |c<||1〉⊗N

)
(3.50)

La preuve est identique sauf que la matrice U doit être choisie comme suit

U =

(
e
i
N
(Arg(cN )−Arg(c0)) 0

0 1

)
(3.51)

Ainsi, s’achève la preuve de la forme canonique (3.50) pour tous les états polygones réguliers, quel
que soit N .

2) La forme canonique SLOCC

En e�ectuant plusieurs tests sur di�érents états polygones réguliers à un nombre de qubits dif-
férent, on a pu se rendre compte que la forme canonique SLOCC d’un état polygone régulier à N
qubits est le GHZ àN qubits. Ceci ne semble pas particulièrement surprenant puisque le GHZ est lui
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aussi un état polygone régulier. Il est possible de démontrer que le GHZ est bien la forme canonique
SLOCC des états polygones réguliers.

Démonstration

Il faut prouver que le GHZ est bien la forme canonique SLOCC de tous les états polygones régu-
liers de la forme (3.27). La preuve se fait en deux étapes. Premièrement, il faut montrer que le GHZ
est bien de forme canonique (2.64)/(2.65). Cette démonstration a déjà été e�ectuée dans la section
précédente. Deuxièmement, il faut prouver que l’état (3.27) et le GHZ sont SLOCC-équivalents. Cela
revient à dire qu’il doit exister une transformation de Möbius qui transforme les racines de Majorana
de (3.27) en les racines de Majorana de l’état GHZ 3. Or, cela a déjà été démontré plus haut, les racines
du GHZ (3.14) et de l’état polygone régulier (3.30) di�èrent toutes d’un facteur ( |d0||dN |)

1/N . Ainsi, la
transformation de Möbius correspondante est la transformation avec a = ( |d0||dN |)

1/N , b = 0, c = 0 et
d = 1

f(z) =
( |d0|
|dN |

)1/N
z (3.52)

La transformation de Möbius (3.52), ou la transformation SL(2,C) correspondante, transforme un
état polygone régulier quelconque en un état GHZ. Le GHZ et (3.27) sont bien SLOCC-équivalents.
On peut alors conclure par unicité de la forme canonique que le GHZ est bien la forme canonique
de n’importe quel état polygone régulier.

3.2.4 Etats polygones réguliers dans la représentation DMPS

Décomposition des états polygones réguliers dans la base polygone régulier

Les états polygones réguliers, ainsi que la base polygone régulier forment tous deux un polygone
régulier dans la sphère de Bloch. Néanmoins, ces deux polygones ne sont pas identiques. En e�et,
pour un état àN qubits l’état polygone régulier forme un polygone àN côtés dans un plan parallèle
à l’équateur. Alors que, le polygone régulier formé par la base possèdeN+1 côtés et se situe toujours
dans le plan de l’équateur.
Pour un système à 3 qubits, un état triangle équilatéral avec des coe�cients quelconques

|ψ4〉 =
1√

|d0|2 + |d3|2
(d0|D(0)

3 〉+ d3|D(3)
3 〉) (3.53)

va se décomposer dans la base polygone régulier comme suit

|ψ4〉 =
1√

2(|d0|2 + |d3|2)
[
(d0+id3)|φ0〉⊗3+(d0−d3)|φ1〉⊗3+(d0−id3)|φ2〉⊗3+(d0+d3)|φ3〉⊗3

]
(3.54)

On peut véri�er que ces solutions respectent bien le système d’équations (2.48). On voit ici que la
bond dimension est maximale, c’est-à-dire qu’elle a pour valeur N + 1.

3. Cela résulte du théorème sur les transformations de Möbius cité dans la section Projection stéréographique et trans-
formation de Möbius.

58



Pour un polygone régulier à 5 qubits, la décomposition dans cette base donne

|ψpolygone〉 =
2
√

2

3
√
|d0|2 + |d5|

[
(d0 + (−1)1/3d5)|φ0〉⊗5 + (d0 + (−1)1/3d5)|φ1〉⊗5+

(d0 − d5)|φ2〉⊗5 + (d0 − (−1)1/3d5)|φ3〉⊗5 + (d0 − (−1)2/3d5)|φ4〉⊗5 + (d0 + d5)|φ5〉⊗5
]

(3.55)

Encore une fois, cette solution véri�e le système d’équations (2.48). Et comme pour le cas à trois
qubits, la solution a une bond dimension qui est maximale.
Pour les états à plus de qubits, comme pour le GHZ, les expressions dans la base polygone régulier
deviennent trop compliquées et ne sont donc pas détaillées ici.

Décomposition des états polygones réguliers dans la base pyramidale

On avait vu que, pour le GHZ, la décomposition dans cette base était assez particulière. On peut
s’attendre à ce que pour un état polygone régulier, on obtient une décomposition similaire. C’est
bien le cas. Des tests ont été e�ectués ; ce qui a permis d’intuiter, pour tout N , la formule suivante :

|ψpolyogne régulier〉 =
d0 − dN√
|d0|2 + |dN |2

|φ0〉⊗N +
N∑
m=1

dN√
|d0|2 + |dN |2

2N/2

N
|φm〉⊗N (3.56)

On véri�e que cette solution est la bonne en injectant les coe�cients de (3.56) dans l’équation (2.51).
En réalité, cette expression généralise la formule (3.23) pour le GHZ. Le coe�cient c0 ne sera nul
que dans le cas où d0 = dN , c’est-à-dire quand la représentation de Majorana de l’état est un po-
lygone régulier dans l’état de l’équateur. Comme pour le GHZ, tous les autres coe�cients cm sont
identiques. Plus la di�érence entre d0 et dN s’agrandit, plus l’état a une grande contribution en le
vecteur |φ0〉. Ainsi, la forme de la décomposition, va également dépendre de la distance entre les
plans dans lesquels se trouvent les polygones réguliers.
La bond dimension pour ce genre d’état est maximale uniquement si d0 6= dN , dans le cas contraire
la bond dimension vaut N .

Décomposition des états polygones réguliers dans la base bipyramidale.

Les états polygones réguliers vont avoir une décomposition particulière dans la base bipyrami-
dale. Pour un nombre de qubits arbitraire la décomposition de l’état

|ψpolygone〉 =
1√

|d0|2 + |dN |2
(d0|D(0)

N 〉+ dN |D(N)
N 〉) (3.57)

va donner
|ψpolygone〉 =

1√
|d0|2 + |dN |2

(d0|φ0〉⊗N + dN |φN 〉⊗N ) (3.58)

Comme pour le GHZ, la décomposition dans la base bipyramidale d’un état polygone régulier donne
cet état polygone régulier dans la base de Dicke.
La représentation bipyramidale donne lieu à une bond dimension optimale pour les états polygones
réguliers. En e�et, on sait que les états polygones réguliers ne sont pas séparables, donc de bond
dimension di�érente de 1, et que dans cette base seulement deux coe�cients non nuls su�sent à
décrire l’état. Donc la bond dimension base vaut 2 et est optimale.

3.2.5 Tableau récapitulatif des représentations des états polygones réguliers
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Dicke |ψpolygone〉 = 1√
|d0|2+|dN |2

(d0|D(0)
N 〉+ dN |D(N)

N 〉)

Majorana N impair :
{

(θjϕj) =
(

2 arccot
(
|
(
d0
dN

)1/N |),
arg
((

d0
dn

)1/N
ei

2π
N
j
))
, j = 1, ..., N

}
N pair :

{
(θj , ϕj) =

(
2 arccot

(
|
(
d0
dN

)1/N |),
arg
((

d0
dn

)1/N
ei

(2j−1)π
N

))
, j = 1, ..., N

}

Mandilara |ψpolygone〉 = 1√
|d0|2+|dN |2

(d0|0〉⊗N + dN |1〉⊗N

et al.

Forme canonique LOCC : |ψcano LU
polygone cano〉 = |dN |√

(|d0|2+|dN |2)

(
|0〉⊗N + |d0|

|dN | |1〉
⊗N)

Forme canonique SLOCC : |ψcano ILO
polygone〉 = 1√

2
(|0〉⊗N + |1〉⊗N )

DMPS Base polygone régulier : |ψ4〉 = 1√
2(|d0|2+|d3|2)

(
(d0 + id3)|φ0〉⊗3

(Pour N = 3)
+(d0 − d3)|φ1〉⊗3 + (do− id3)|φ2〉⊗3

+(d0 + d3)|φ3〉⊗3
)

Bond dimension : D = 4

Base pyramidale : |ψpolyogne〉 = d0−dN√
|d0|2+|d3|2

|φ0〉⊗N

(Pour tout N )
+
∑N

m=1
dN√

|d0|2+|d3|2
2N/2

N |φm〉
⊗N

Bond dimension : D = N + 1

Base bipyramidale : |ψpolygone〉 = 1√
|d0|2+|dN |2

(d0|φ0〉⊗N + dN |φN 〉⊗N )

(Pour tout N )
Bond dimension : D = 2→ optimale
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3.3 Etats de la base de Dicke

3.3.1 Etats de Dicke dans la représentation de Dicke

Les états de Dicke sont les vecteurs constituant la base de Dicke ; c’est-à-dire les N + 1 vecteurs
|D(k)

N 〉 pour k = 0, 1, ..., N dé�nis à l’équation (2.5). Ces états ont déjà été produits expérimentale-
ment, notamment en 2009 par R. Prevedel et al. à grâce à des photons [37]. C’est d’ailleurs un de leurs
grands avantages, ils sont facilement produits en laboratoire [32, 33]. Ils se sont montrés également
utiles dans divers problèmes, notamment pour dans la classi�cation SLOCC [10], mais aussi dans la
conception d’inégalités de Hardy [38]. Un de ces états porte un nom particulier, l’état |W〉 qui est
l’état |D(1)

N 〉. Les états de Dicke, en particulier l’état W, ont des applications dans le domaine de l’in-
formation quantique. Il a, par exemple, déjà été montré que pour des systèmes à 3 qubits, il n’existe
que trois classes SLOCC, l’une est la classe du |GHZ〉, la seconde est la classe de l’état |W〉, et la
dernière celle des états séparables [22]. Les vecteurs de la base de Dicke ne sont pas maximalement
intriqués, au sens de l’entropie d’intrication, à l’exception du vecteur |D(N/2)

N 〉 pour tout N pair, qui
est un état dont sa matrice densité réduite à un qubit est maximalement mélangée.

3.3.2 Etats de la base de Dicke dans la représentation de Majorana

Le polynôme de Majorana pour l’état |D(k)
N 〉 est

P (z) = (−1)kCkNz
k (3.59)

Ainsi, les racines de ce polynôme sont dégénéréesN−k fois en l’in�ni (ce qui correspond à des angles
(θ = 0, ϕ = 0) dans équation (2.13)) et k fois en 0 (ce qui correspond à des angles (θ = φ, ϕ = 0)
dans équation (2.13)). La représentation de l’état sur la sphère de Bloch, correspond à un pointN−k
dégénéré au pôle nord et un point k fois dégénéré au pôle sud, comme le montre la Figure 3.8.

Figure 3.8 – A gauche, la représentation de Majorana de l’état |D(0)
N 〉 ; au milieu, de l’état |D(N)

N 〉 et
à droite de l’état |D(k)

N 〉 pour tout k = 1, ..., N − 1.

3.3.3 Etats de la base de Dicke dans la représentation de Mandilara et al.

Pour pouvoir posséder une représentation de Mandilara et al., il faut que les racines du polynôme
de Majorana ne soient pas trop dégénérées. Pour rappel, si γ est la plus haute dégénérescence des
racines, alors il faut que γ < N+1

2 ou que γ = N si N est impair et que γ < N+2
2 ou que γ = N si
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N est pair pour que la forme de Mandialra existe. Or, on sait que les états de Dicke ont des points de
Majorana qui sont N − k fois dégénérés en l’in�ni, et k fois en 0.
Si N est impair, l’état de Dicke avec la dégénérescence γ = (N + 1)/2 la plus basse est l’état
|D(N+1)/2

N 〉 (ou γ = (N + 3)/2 pour l’état |D(N+3)/2
N 〉). La dégénérescence γ est donc supérieure ou

égale à N+1
2 pour tous les états de Dicke. Ainsi, seuls les états |D(0)

N 〉 et |D(N)
N 〉, qui ont chacun une

dégénérescence γ = N , possèdent une représentation de Mandilaraet al., trivialement données par
|0〉⊗N et |1〉⊗N .
Si N est pair, l’état de Dicke avec la dégénérescence γ = N/2 la plus basse est l’état |DN/2

N 〉. C’est
le seul état dont la dégénérescence est inférieure à N+2

2 . Malheureusement, notre algorithme n’est
pas assez puissant pour obtenir sa représentation de Mandilara et al.. Ainsi, pour le cas pair, seuls
trois états de Dicke (|D(0)

N 〉, |D
(N)
N 〉 et |D(N/2)

N 〉) possèdent une forme de Mandilara et al., mais on ne
connait que la décomposition pour les deux premiers, qui est, trivialement, |0〉⊗N et |1〉⊗N .

La forme canonique LOCC

Pour les états |D(0)
N 〉 et |D(N)

N 〉, il est évident que la forme canonique LOCC est |0〉⊗N . En e�et,
|0〉⊗N est bien l’équation (2.62)/(2.63) où tous les coe�cients ym sont nuls. De plus, |DN

N 〉 et |0〉⊗N
sont relié par une transformation SU(2) (une rotation d’angle θ = π). En e�et, il su�t d’e�ectuer
une roation de π des points de Majorana autour de l’axe x. En fait, l’état |0〉⊗N est le représentant
de tous les états séparables à N qubits.
Pour le Dicke |D(N/2)

N 〉, comme nous n’avons pas sa représentation de Mandilara et al., nous n’avons
évidemment pas sa forme canonique LOCC.

La forme canonique SLOCC

Par un raisonnement similaire à celui des formes canoniques LOCC, on peut immédiatement dire
que la forme canonique des états séparables que sont |D(0)

N 〉 et |D(N)
N 〉 est l’état |0〉⊗N . Sans la forme

de Mandilara et al. de |D(N/2)
N 〉 nous ne pouvons pas calculer sa forme canonique SLOCC.

3.3.4 Les états de Dicke dans la représentation DMPS

Décomposition des états de Dicke dans la base polygone régulier

On décompose d’abord les états de Dicke pour 3 qubits dans la base (2.46).

|D(0)
3 〉 =

1√
2
|φ0〉⊗3 +

1√
2

+ |φ1〉⊗3
1√
2
|φ2〉⊗3 +

1√
2
|φ3〉⊗3 (3.60)

|D(1)
3 〉 = − i√

6
|φ0〉⊗3 −

1√
6

+ |φ1〉⊗3 +
i√
6
|φ2〉⊗3 +

1√
6
|φ3〉⊗3 (3.61)

|D(2)
3 〉 = − 1√

6
|φ0〉⊗3 +

1√
6
|φ1〉⊗3 −

1√
6
|φ2〉⊗3 +

1√
6
|φ3〉⊗3 (3.62)

|D(3)
3 〉 =

i√
2
|φ0〉⊗3 −

1√
2
|φ1〉⊗3 −

i√
2
|φ2〉⊗3 +

1√
2
|φ3〉⊗3 (3.63)

Seul le vecteur |D(0)
3 〉 possède des coe�cients qui sont tous identiques. La bond dimension est maxi-

male pour |D(0)
3 〉 et vaut N pour les autres vecteurs.
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Les expressions des états de Dicke à 4 qubits sont beaucoup plus longues et compliquées. Elles ne
seront donc pas mentionnées explicitement ici, à l’exception de |D(0)

4 〉 qui a l’expression simple sui-
vante

|D(0)
4 〉 =

4

5
|φ0〉⊗4 +

4

5
|φ1〉⊗4 +

4

5
|φ2〉⊗4 +

4

5
|φ3〉⊗4 +

4

5
|φ4〉⊗4 (3.64)

Comme pour |D(0)
3 〉, tous les coe�cients cm sont égaux. On devine alors la forme générale de ces

coe�cients pour un nombre de qubits N quelconque

|D(0)
N 〉 =

2N/2

N + 1

N∑
m=0

|φm〉⊗N (3.65)

Ces coe�cients 2N/2

N+1 véri�ent en e�et le système d’équations (2.48).
Il est intéressant de remarquer que |D(N)

N 〉 = |1〉⊗N , contrairement à |D(0)
N 〉 = |0〉⊗N , a une ex-

pression compliquée dans la base polygone régulier dans la mesure où ses coe�cients cm ne sont
pas tous identiques. Ainsi, le fait que tous les coe�cients cm de |D(0)

N 〉 soient égaux est propre à ce
vecteur et n’est pas une propriété des états séparables.

Décomposition des états de Dicke dans la base pyramidale

Les états de Dicke à 3 qubits se décomposent, dans la base pyramidale (2.49), comme suit

|D(0)
3 〉 = |φ0〉⊗3 (3.66)

|D(1)
3 〉 = −2

3

√
2

3
(1 + e

2iπ
3 )|φ1〉⊗3 +

2

3
e

2iπ
3

√
2

3
|φ2〉⊗3 +

2

3

√
2

3
|φ3〉⊗3 (3.67)

|D(2)
3 〉 =

2

3
e

2iπ
3

√
2

3
|φ1〉⊗3 −

2

3

√
2

3
(1 + e

2iπ
3 )|φ2〉⊗3 +

2

3

√
2

3
|φ3〉⊗3 (3.68)

|D(3)
3 〉 = −|φ0〉⊗3 +

2
√

2

3
|φ1〉⊗3 +

2
√

2

3
|φ2〉⊗3 +

2
√

2

3
|φ3〉⊗3 (3.69)

La décomposition de |D(0)
3 〉 = |0〉⊗N est triviale puisqu’il n’y a qu’une contribution du vecteur de

base |φ0〉⊗N = |0〉⊗N . La bond dimension dans cette base est donc optimale.
Le vecteur |D(3)

3 〉 = |1〉⊗N se décompose aussi d’une façon relativement simple, avec une contribu-
tion de −1 en |φ0〉⊗N et d’une même contribution 2

√
2

3 pour tous les autres vecteurs de base. Pour
ces états, la bond dimension est égale à N + 1, et est donc maximale.
Les autres coe�cients ont une décomposition plus compliquée, mais la bond dimension n’est pas
maximale puisqu’elle vaut N .
Les états de Dicke à 4 qubits s’expriment dans la base pyramidale comme

|D(0)
4 〉 = |φ0〉⊗4 (3.70)

|D(1)
4 〉 = − i

2
|φ1〉⊗4 −

1

2
|φ2〉⊗4 +

i

2
|φ3〉⊗4 +

1

2
|φ4〉⊗4 (3.71)

|D(2)
4 〉 = − 1√

6
|φ1〉⊗4 +

1√
6
|φ2〉⊗4 −

1√
6
|φ3〉⊗4 +

1√
6
|φ4〉⊗4 (3.72)

|D(3)
4 〉 =

i

2
|φ1〉⊗4 −

1

2
|φ2〉⊗4 −

i

2
|φ3〉⊗4 +

1

2
|φ4〉⊗4 (3.73)

|D(4)
4 〉 = −|φ0〉⊗4 + |φ1〉⊗4 + |φ2〉⊗4 + |φ3〉⊗4 + |φ4〉⊗4 (3.74)
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Comme pour le cas à 3 qubits, on trouve que |D(0)
4 〉 se décompose uniquement selon le vecteur

|φ0〉⊗4. En toute généralité, on a |D(0)
N 〉 = |φ0〉⊗N pour tout N . En e�et, une telle solution véri�e

bien le système d’équations (2.51). La bond dimension est donc optimale pour tout N .
Le vecteur |D(4)

4 〉 a également une décomposition relativement simple. Encore une fois, il a une
contribution du vecteur |φ0〉⊗4 avec une amplitude−1 et une contribution égale des autres vecteurs.
En étudiant, |D(5)

5 〉, |D
(6)
6 〉 on devine que

|D(N)
N 〉 = −|φ0〉⊗N +

2N/2

N

N∑
m=1

|φm〉⊗N (3.75)

Cette formule véri�e bien le système d’équations (2.51), et est de bond dimension maximale.
Les autres vecteurs de Dicke pour k 6= 0, N pour un nombre de qubits plus grand présentes des
formes plus compliqués. Nous ne sommes pas parvenus à obtenir une formule pour ces états de
Dicke valable pour tout N . On remarque néanmoins qu’il n’y a jamais de contribution en |φ0〉⊗N .

Décomposition des états de Dicke dans la base bipyramidale

Dans la base bipyramidale, les états de Dicke à 3 qubits prennent la forme

|D(0)
3 〉 = |φ0〉⊗3 (3.76)

|D(1)
3 〉 = − 1√

3
|φ1〉⊗3 −

√
2

3
|φ2〉⊗3 +

√
2

3
|φ3〉⊗3 (3.77)

|D(2)
3 〉 = − 1√

3
|φ0〉⊗3 +

√
2

3
|φ2〉⊗3 +

√
2

3
|φ3〉⊗3 (3.78)

|D(3)
3 〉 = |φ3〉⊗3 (3.79)

Trivialement, le vecteur |D(0)
3 〉 = |0〉⊗N a uniquement une contribution en |φ0〉⊗N = |0〉⊗N . Il en

va de même pour |D(3)
3 〉 = |φ3〉⊗N = |1〉⊗N . La bond dimension est donc optimale pour ces deux

vecteurs.
Remarquons également que |D(1)

3 〉 n’a pas de contribution en |φ0〉⊗3 et que |D(2)
3 〉 n’a pas de contri-

bution en |φ3〉⊗3. Leur bond dimension dans cette base n’est donc pas maximale.
A quatre qubits, les états de Dicke s’expriment comme suit

|D(0)
4 〉 = |φ0〉⊗4 (3.80)

|D(1)
4 〉 = −1

2
|φ1〉⊗4 +

2

3
|φ2〉⊗4 −

2

3
(1 + (−1)2/3)|φ3〉⊗4 +

2

3
(−1)2/3|φ4〉⊗4 (3.81)

|D(2)
4 〉 =

2

3

√
2

3
|φ2〉⊗4 +

2

3
(−1)2/3

√
2

3
|φ3〉⊗4 −

√
2

9
(3i+

√
3)|φ4〉⊗4 (3.82)

|D(3)
4 〉 = −1

2
|φ0〉⊗4 +

2

3
|φ2〉⊗4 +

2

3
|φ3〉⊗4 +

2

3
|φ4〉⊗4 (3.83)

|D(4)
4 〉 = |φ4〉⊗4 (3.84)

Le vecteur |D(1)
4 〉 n’a pas de contribution en |φ0〉⊗N alors que |D(3)

4 〉 n’a pas de contribution en
|φ1〉⊗N . Cette propriété semble se généraliser pour un nombre de qubits N quelconque : |D(1)

N 〉 n’a
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pas de contribution en |φ0〉⊗N et |D(N−1)
N 〉 n’a pas de contribution en |φ1〉⊗N . L’état |D(2)

4 〉 n’a ni
de contribution en |φ0〉⊗4 ni en |φ1〉⊗4. En e�ectuant, des tests sur des systèmes avec plus de qubits,
il semble que les vecteurs |D(k)

N 〉 pour tout k 6= 0, 1, N − 1, N , n’ont pas de contribution en |φ0〉⊗N
et |φ1〉⊗N . Pour ces états, la bond dimension vaut alors N − 1.

L’état W et la généralisation de Mandilara et al. aux états non-génériques

A la lumière de la représentation DMPS, une question se pose naturellement : Est-ce que la re-
présentation DMPS donnant l’optimal bond dimension ne pourrait pas généraliser la représentation de
Mandilara et al. aux états non-génériques ?
Pour qu’on puisse répondre par l’a�rmative à cette question, il faut que la représentions DMPS
qui donne l’optimal bond dimension soit unique. En e�et, vu la construction des formes canoniques
LOCC et SLOOC, pour avoir leur unicité et donc pour qu’elles aient une utilité, il faut que la re-
présentation de Mandilara et al. pour un état donné soit unique. Dans le complément d’information
[5], les auteurs de l’article ont prouvé que l’optimal bond dimension de l’état |W〉 = |D(1)

N 〉 est N .
L’étude de l’état |W〉 à 3 et 4 qubits dans les bases pyramidale et bipyramidale (soit les équations
(3.67),(3.71),(3.77) et (3.81)) donne une représentation DMPS avec une bond dimensionD = N . Cette
bond dimension de l’état |W〉 est donc optimale pour ces deux bases. Ainsi, on a trouvé deux repré-
sentations DMPS pour l’état |W〉 qui donnent une optimal bond dimension. On a donc montré que
la représentation DMPS donnant l’optimal bond dimension n’est, en général, pas unique. On répond
alors à la question posée précédemment : non, la notion d’optimal bond dimension ne généra-
lise pas la représentation deMandilara et al. aux états non-génériques. Néanmoins, on voit ici
une di�érence entre les états génériques et les états qui ne le sont pas. Les états génériques ont une
représentation DMPS qui donne l’optimal bond dimension unique, alors qu’elle ne l’est en général,
pas pour les états non-génériques.

3.3.5 Tableau récapitulatif des représentations des états de Dicke

Nos résultats aux états de Dicke |D(0)
N 〉 et |D(N)

N 〉 sont synthétisés dans les tableaux ci-dessous
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L’état de Dicke |D(0)
N 〉

Dicke |D(0)
N 〉

Majorana Les angles des points :
{

(θi, ϕi) = (0, 0), i = 1, ..., N
}

Mandilara |D(0)
N 〉 = |0〉⊗N

et al.

Forme canonique LOCC : |D(0),cano LU
N 〉 = |0〉⊗N

Forme canonique SLOCC : |D(0),cano ILO
N 〉 = |0〉⊗N

DMPS
Base polygone régulier : |D(0)

3 〉 = i√
2
|φ0〉⊗3 − 1√

2
|φ1〉⊗3 − i√

2
|φ2〉⊗3 + 1√

2
|φ3〉⊗3

(Pour N = 3)
Bond dimension : D = 4

Base pyramidale : |D(0)
N 〉 = |0〉⊗N

(Pour tout N )
Bond dimension : D = 1→ optimale

Base bipyramidale : |D(0)
N 〉 = |0〉⊗N

(Pour tout N )
Bond dimension : D = 1→ optimale
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L’état de Dicke |D(N)
N 〉

Dicke |D(N)
N 〉

Majorana
{

(θi, ϕi) = (π, 0), i = 1, ..., N
}

Mandilara |D(N)
N 〉 = |1〉⊗N

et al.

Forme canonique LOCC : |D(N),cano LU
N 〉 = |0〉⊗N

Forme canonique SLOCC : |D(N),cano ILO
N 〉 = |0〉⊗N

DMPS
Base polygone régulier : |D(N)

N 〉 =
∑N

m=0
2N/2

N+1 |φm〉
⊗N

(Pour N = 3)
Bond dimension : D = N + 1

Base pyramidale : |D(N)
N 〉 = −|φ0〉⊗N +

∑N
m=1

2N/2

N |φm〉
⊗N

(Pour tout N )
Bond dimension : D = N + 1

Base bipyramidale : |D(N)
N 〉 = |1〉⊗N

(Pour tout N )
Bond dimension : D = 1→ optimale
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Conclusion

Ce mémoire s’est proposé d’étudier di�érentes représentations d’états multiqubits symétriques.
Plus particulièrement, les représentations Diagonal Matrix Product States (DMPS) et de Mandilara
et al., qui sont d’un grand intérêt pour la classi�cation de l’intrication. L’objectif de ce mémoire était,
non seulement, d’établir les liens entre ces di�érentes représentations, mais également de les illus-
trer explicitement sur des états emblématiques de la théorie de l’information quantique. Ceci avait
un triple intérêt puisque l’expression de ces états dans ces représentations permet, en plus d’illus-
trer ces dernières, d’approfondir la connaissance générale sur ces états, et de développer des codes
Mathematica permettant le passage automatisé entre représentations.

Au chapitre 2, nous avons commencé par exposer les di�érentes représentations d’états multi-
qubits symétriques. Ensuite, nous avons abordé plusieurs questions. La première était de savoir s’il
existait une méthode générale pour passer de la représentation de Mandilara et al. à la représenta-
tion DMPS. Nous avons montré qu’une telle méthode existe et l’avons décrite. Le passage inverse, de
la représentation DMPS à la représentation de Mandilara et al., s’avère lui plus compliqué, et nous
n’avons pas réussi à trouver de méthode générale. Ensuite, nous avons voulu déterminer s’il existait
un lien entre la notion d’optimal bond dimension propre à la représentation DMPS et la représen-
tation de Mandilara et al.. Nous avons e�ectivement montré un lien fort entre celles-ci : pour les
états génériques, si l’on trouve une représentation DMPS dont le nombre de coe�cients non nuls
est inférieur ou égal à (N + 1)/2, alors cette DMPS donne l’optimal bond dimension. De plus, cette
représentation est unique et coïncide avec la représentation de Mandilara et al.. Une conséquence
directe de ceci est que la représentation de Mandilara et al. donne directement l’optimal bond di-
mension, servant à la classi�cation des états intriqués en famille [5]. Notre résultat pourrait donner
lieu à une nouvelle méthode pour calculer la représentation de Mandilara et al.. En e�et, la méthode
proposée dans l’article de Mandilara et al. [6], que nous avons décrite au chapitre 2, s’avère couteuse
en temps de calcul. Une première perspective de ce mémoire serait d’implémenter l’algorithme pro-
posé dans le complément d’information de [5], permettant de calculer la DMPS donnant l’optimal
bond dimension, et de s’en servir pour déterminer la représentation de Mandilara et al. d’un état
multiqubit symétrique.
C’est également au chapitre 2 que nous avons pu répondre à une des questions qui a motivé ce mé-
moire : Les formes canoniques SLOCC de Mandilara et al. sont-elles maximalement intriquées au sens
d’une l’entropie d’intrication maximale ? En étudiant la forme canonique d’états spéci�ques, nous
avons montré que non, les formes canoniques SLOCC ne sont pas toujours maximalement intri-
quées, même si elles peuvent l’être (cas du GHZ). La question de savoir si toutes les classes d’états
génériques contiennent au moins un état maximalement intriqué reste donc ouverte. Pour pourvoir
répondre à cette question, une étude plus approfondie de la représentation de Mandilara et al. et de
la recherche d’états génériques avec une telle propriété reste donc à e�ectuer.
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Au vu des résultats précédents, nous avons abordé une autre question : la représentation DMPS
permet-elle de généraliser celle de Mandilara et al. pour les états non-génériques ? C’est dans le cha-
pitre 3, et en illustrant les di�érentes représentations, que nous sommes parvenus à répondre à cette
question par la négative. L’étude de l’état |W〉 dans di�érentes représentations DMPS a montré qu’il
existe plusieurs de ces représentations avec une optimal bond dimension. Si l’on souhaite que la re-
présentation de Mandilara et al. reste unique, la DMPS pour les états non-génériques ne su�t pas
à dé�nir une telle représentation. Néanmoins, cela a permis de mettre en évidence une di�érence
fondamentale entre les états génériques et ceux qui ne le sont pas : la représentation DMPS donnant
lieu à l’optimal bond dimension est unique pour les états génériques mais ne l’est, en général, pas
pour les états non-génériques.
Par ailleurs, le chapitre 3 aura permis d’illustrer toutes les représentations sur les états |GHZ〉, les
états polygones réguliers et les états de Dicke (dont l’état |W〉). Nous avons également montré que
les formes canoniques SLOCC de Mandilara et al. pour le GHZ et les états polygones réguliers sont
le GHZ lui même. Nous avons ensuite réussi à obtenir des formules explicites permettant d’exprimer
le GHZ, les états polygones réguliers et certains états de Dicke à n’importe quels nombres de qubits
dans di�érentes représentations DMPS que nous avions introduites.

Il existe plusieurs perspectives dans la continuité directe de ce mémoire. Premièrement, on pour-
rait chercher à optimiser les codes Mathematica développés dans ce mémoire. En e�et, les codes im-
plémentant le passage à la représentation de Mandilara et al. demandent actuellement un temps de
calcul prohibitif, même pour un nombre de qubits peu élevé. Deuxièmement, implémenter la méthode
décrite dans le complément d’information [5] pour déterminer la DMPS d’un état avec l’optimal bond
dimension serait intéressant, car on pourrait alors comparer son e�cacité pour calculer la représen-
tation de Mandilara et al., par rapport à celle qui est décrite dans [6]. Nous n’avons pas encore réussi
à déterminer si les classes SLOCC d’états génériques (états dont la dégénérescence des points de
Majorana n’est pas trop élevée, voir équations (2.55)-(2.56)) contiennent au moins un état maxima-
lement intriqué. On peut reformuler cette question en termes d’optimal bond dimension comme
suit : les états dont l’optimal bond dimension est inférieur ou égale à (N + 1)/2 appartiennent-ils à
une classe SLOCC qui contient des états maximalement intriqués? Ensuite, une étude systématique
d’autres états que ceux présentés ici serait également intéressante dans le contexte de la classi�-
cation de l’intrication. En�n, une dernière perspective serait de trouver une façon de généraliser la
représentation de Mandilara et al. aux états non-génériques, a�n de pouvoir béné�cier des avantages
qu’o�rent les formes canoniques pour tous les états symétriques de systèmes multiqubits.
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