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Introduction

En sciences, et plus particuliérement en physique, une majorité de phénomeénes présente un degré
de complexité tel qu’il est impossible d’en donner une description analytique. Néanmoins, il est possible
d’appréhender ces phénoménes par le biais de simulations. L’ordinateur s’est avéré étre un formidable
outil pour la simulation de systémes décrits par les lois de la mécanique classique car ceux-ci requiérent
une quantité de ressources proportionnelle & leur volume. Cependant, les systémes décrits par la méca-
nique quantique sont difficiles & simuler au moyen d’ordinateurs car le nombre de variables impliquées
dans leur description augmente exponentiellement avec la taille du systéme. L’idée d’utiliser une nou-
velle sorte d’ordinateur, dont les constituants de base obéissent aux lois de la mécanique quantique,
afin de simuler exactement -ou émuler- la dynamique d’un autre systéme quantique fut initialement
proposée par le physicien américain Richard Feynman [1]. La création d’un ordinateur quantique
représente une tache complexe dont la réalisation pourrait prendre encore plusieurs décénnies selon
les experts. Une alternative consiste & simuler un systéme quantique complexe au moyen d’un autre
systéme quantique aisément controlable, qualifié de simulateur quantique analogique. Cette idée s’est
progressivement développée et les premiéres propositions théoriques ont été rapidement confirmées par
Pexpérience [2]|. Les simulateurs quantiques analogiques peuvent étre construits a partir de systémes
quantiques divers, comme par exemple des ions piégés soumis & des faisceaux lasers [3|, des photons
intriqués couplés a des dispositifs d’optique linéaire [4] ou encore des atomes neutres évoluant dans
des réseaux optiques [5| ou placés dans des cavités électromagnétiques [6]. Ces simulateurs quantiques
autorisent ’étude de nombreux problémes provenant de diverses branches de la physique telles que la
physique de la matiére condensée, la physique atomique, la physique quantique relativiste ou encore
la cosmologie.

Les atomes neutres froids plongés dans des champs lasers constituent un choix particuliérement
judicieux dans la réalisation de simulateurs quantiques de part le degré de controle expérimental et la
flexibilité qu’ils autorisent. Néanmoins, leur neutralité électrique, les rend peu sensibles aux champs
électriques et magnétiques de sorte qu’ils ne présentent pas de magnétisme orbital, ce qui constitue
un frein majeur a la simulation de phénomeénes issus de la physique de la matiére condensée telle que
leffet Hall quantique. Il est possible de remédier & ce probléme en utilisant des configurations qui
générent des champs de jauge artificiels agissant sur des atomes neutres. De maniére similaire aux
champs électromagnétiques qui agissent sur les particules chargées au travers de la force de Lorentz,
un champ de jauge artificiel décrit une force en tout point semblable mais agissant sur des particules
neutres.

Ce mémoire traite de I’étude des champs de jauge artificiels générés par I’évolution adiabatique de
I’état interne d’atomes plongés dans des champs lasers. Nous y exposerons les méthodes d’obtention de
tels champs de jauge artificiels proposées dans la littérature, et dans un second temps, nous étudierons
I'influence des interactions dipolaires électriques sur ces champs de jauge artificiels pour un systéme
constitué de deux atomes.

Aprés avoir rappelé au chapitre [I] le formalisme général des théories de jauge en mécanique quan-
tique non-relativiste, nous établirons les outils nécessaires a la bonne compréhension de ’émergence de
champs de jauge artificiels générés par I’évolution adiabatique d’atomes plongés dans des champs la-
sers. Dans ce but, nous étudierons au chapitre [2]’approximation adiabatique en mécanique quantique
et nous introduirons la notion de phase de Berry qui y est intimement liée. Dans le chapitre |3] nous
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détaillerons la théorie semi-classique de l'interaction d’atomes a plusieurs niveaux avec des champs
lasers assimilés & des ondes électromagnétiques classiques. Au chapitre[d] nous présenterons de maniére
originale différentes configurations permettant de générer des champs de jauge artificiels au moyen
des outils mathématiques précédemment développés. En annexe, nous discuterons du comportement
quantique d’une particule chargée plongée dans des champs électrique ou magnétique.

Nous consacrerons la seconde partie de ce mémoire & ’étude des champs de jauge artificiels d’un
systéme de deux atomes interagissant par le biais d’une interaction dipolaire électrique. Nous prendrons
comme situation de référence le cas des champs de jauge artificiels émergeant pour un systéme de deux
atomes indépendants dont 1'étude fera 1'objet du chapitre [5] Nous établirons au chapitre [6] 'effet de
Iinteraction dipolaire électrique sur I’hamiltonien décrivant la dynamique interne des deux atomes et
introduirons le concept de blocage dipolaire. Enfin, le chapitre[7]sera consacré a I'étude dans différents
régimes des champs de jauge artificiels qui émergent pour un systéme de deux atomes plongés dans
des champs lasers et interagissant au moyen de l'interaction dipolaire électrique.



Chapitre 1
Théories de jauge

Dans ce chapitre, nous exposons le principe général des théories de jauge qui apparaissent en phy-
sique comme un concept unificateur permettant de décrire les interactions fondamentales. Ces rappels
seront nécessaires a la bonne compréhension des méthodes d’obtention des potentiels de jauge artifi-
ciels générés au moyen d’atomes neutres plongés dans des champs laser. La section [I.1] est consacrée
a ’étude de ’électromagnétisme en tant que théorie de jauge. Les résultats obtenus dans le cadre
de la théorie de 1’électromagnétisme sont généralisés aux théories de jauge non-abéliennes dans la
section

1.1 Théorie de I’électromagnétisme

1.1.1 Approche classique

La théorie de I’électromagnétisme constitue la plus simple des théories de jauge. Commencons par
étudier I'électromagnétisme d’un point de vue classique. Le mouvement d’une particule de masse m
et de charge ¢ plongée dans des champs électromagnétiques est décrit par la seconde loi de Newton

d’r(t)

— (1.1)

FLorentz (t) =m
ou r(t) représente la position de la particule au cours du temps et Fporents(t) est la force de Lorentz
FlLorentz(t) = q[v(t) x B(r(t),t) + E(r(t),t)] (1.2)

ol v = dr/dt est la vitesse de la particule et B et E sont les champs magnétique et électrique.
Afin d’obtenir une description compléte du systéme "particules plus champ", il convient également de
considérer les équations de Maxwell

v-E=- "
€0
V:-B=0
1.3
VxE:—a—B (1.3)
ot
1 0E
B= 2" 1 uj
VX c? ot + o)

ol ¢ est la permittivité du vide, pg la perméabilité magnétique du vide, ¢ la vitesse de la lumiére dans
le vide, p la densité de charges électriques et j la densité de courants électriques [7]. Ces équations
nous enseignent que les champs électrique et magnétique peuvent s’écrire en fonction d’un potentiel
scalaire ¢ et d’un potentiel vecteur A [7]. En effet, comme V - B = 0, il est possible d’exprimer le
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champ magnétique comme le rotationnel d’un potentiel vecteur. En injectant ce résultat dans la loi de
Faraday, nous obtenons ’expression du champ électrique en fonction des potentiels scalaire et vecteur,

B=VxA,
0A (1.4)
E=-V¢— —.
¢ ot
Il est intéressant de remarquer que les définitions des potentiels scalaire et vecteur contiennent une
part d’arbitraire [8]. En effet, si nous effectuons la transformation, dite de jauge,

A A=A+ V(b

(1.5)
6o = o 20D

o x(r,t) est un champ scalaire quelconque variant localement, les champs électrique et magnétique
obtenus a partir de (¢, A) ou de (¢', A’) sont strictement identiques. En conséquence, les équations
du mouvement restent identiquement les mémes.

Les équations de Maxwell contiennent implicitement un concept important, la conservation locale
de la charge électrique. En effet, en prenant la divergence de la loi d’Ampére, nous obtenons ’équation
de continuité |7]

W+Voj(r,t):0 (1.6)

ot p(r,t) est la densité de charge et j(r,¢) la densité de courant électrique. En intégrant cette équation
sur un volume donné et en appliquant le théoréme de Gauss au terme contenant la divergence de la
densité de courant, ’équation de continuité nous indique que la variation de la charge dans ce volume
est égale au courant traversant la surface le délimitant.

Il est possible de décrire le mouvement d’une particule plongée dans des champs électromagnétiques
B et E externes au moyen du formalisme lagrangien. Le lagrangien de ce systéme a pour ’expression [§]

’ITL’U2

L’équation de Lagrange du second ordre découlant de ce lagrangien rend bien les équations (1.1 et
(1.2). Calculons I'impulsion p canoniquement conjuguée a la position r dont les composantes sont
données par
pPi = 7— avec r; = T, Y, Z (1'8)
T
soit
p =mv + ¢A. (1.9)

Nous pouvons ainsi calculer I’hamiltonien du systéme

(P — qA(r, 1))

H=p.-v—1IL=
bV 2m

+q¢(r,t) (1.10)
Les deux équations d’Hamilton du premier ordre pour ’hamiltonien (1.10) sont équivalentes aux
équations ([1.1)) et (1.2). Il est possible, en se servant de ’expression (|1.9) de 'impulsion canonique,
de réécrire I’hamiltonien sous la forme

1
H= §mv2 +q¢ (1.11)

qui montre clairement que ’hamiltonien représente ’énergie totale du systéme, définie & une constante
additive prés.
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1.1.2 Approche quantique
Transformation de jauge et invariance par transformation unitaire locale

Afin d’incorporer ’électromagnétisme dans le cadre de la mécanique quantique, introduisons la
notion fondamentale d’invariance de jauge locale. Bien que le formalisme lagrangien soit le plus naturel
dans le cadre des théories de jauge, nous utiliserons ici le formalisme hamiltonien de 1’équation de
Schrédinger en représentation des positions.

En mécanique quantique, le mouvement d’une particule libre sans structure interne est décrit par
I’équation de Schrédinger ,

z‘h%w(r,t) = —:—mVQIb(r, t). (1.12)
Remarquons que si la fonction d’onde est multipliée par un facteur de phase global X avec y un
réel quelconque, I’équation de Schrodinger reste inchangée. De plus, 'expression | (r,t)|?, qui
représente la densité de probabilité de présence de la particule, reste également inchangée sous effet
d’une telle transformation. Ainsi, deux fonctions d’onde ne différant I'une de 'autre que par un facteur
de phase global décrivent la méme situation physique [9].

Montrons & présent que 'interaction électromagnétique ainsi que la transformation de jauge clas-
sique apparaissent naturellement si nous imposons l'invariance de 1’équation de Schréodinger sous
Veffet de la transformation unitaire locale [9H11]

W — o) = e XED/ Ry = Ty (1.13)

o x(r,t) est un champ scalaire quelconque. Cette transformation est une simple transformation de
phase locale de la fonction d’onde qui laisse invariante la densité de probabilité de présence. Une telle
transformation appartient au groupe abélienlﬂ U(1).

L’invariance de I’équation d’évolution ou, plus précisément, du lagrangien sous leffet de transfor-
mations unitaires locales constitue le coeur de toutes les théories de jauge et est utilisée pour décrire
Pélectromagnétisme ainsi que les interactions faibles et fortes [10,11]. La transformation ne laisse
pas I’équation de Schrodinger invariante. En effet, en injectant ’expression de 1 en fonction de
1’ dans 1’équation , nous obtenons

0 (—ihV — qVx)? 0
ith—¢ = |——m— " —g— " 1.14
5 5 a5 X| ¥ (1.14)
Afin que l’équation de Schrodinger reste invariante sous leffet de la transformation de phase lo-
cale ([1.13)), il est nécessaire de la modifier de maniére & compenser les termes supplémentaires qui ap-
paraissent sous l’action de cette transformation. Dans ce but, introduisons la dérivée covariante [10}11],

séparée ici en composantes spatiales et temporelle

D=V - %A(r,t)

0 i

; (1.15)
= o + E¢>(P7t)

Dy

ou les champs A(r,t) et ¢(r,t) sont réels. Cet opérateur porte le nom de dérivée covariante car nous
imposons & D|y) et D,|p) de se transformer sous leffet de de la méme maniére que la fonction
d’onde [10,11],

Dy — (DY) = XEDV/MDyy = UDy = UDU ¢/

‘ X T 1.16
Dyp — (Dtﬂ}), = e’qX(r,t)/th’l/) =UDw) = UDtU*%Zﬂ ( )

1. Un groupe est dit abélien si tous ses éléments commutent entre eux.
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ce qui impose aux opérateurs D et D; de se transformer comme des vecteurs,

DD =0UDU!

- (1.17)
Dy — D, =UD,U .
En injectant les expressions de D et de D; en fonction de (A, ), de D’ et de D en fonction de
(A’,¢') ainsi que celle de U et U~! dans la loi de transformation (1.17), nous obtenons leffet de la
transformation unitaire locale (1.13)) sur les champs A et ¢ [10,/11]

A A=A+ Vy,
0

X (1.18)
¢ =¢— .

6= ¢ =9— =

Cette transformation est identique a la transformation de jauge classique (1.5). Afin de rendre I’équa-

tion d’évolution (1.12)) invariante sous la transformation de phase locale (|1.13), nous pouvons effectuer

la substitution V — D et % — D, appelée couplage minimum [9H11|. Nous obtenons ainsi I’équation

de Schrodinger modifiée

(—iAV — qA(r,1))?
2m

0

ihoith = [ + qo(r, t)} Y. (1.19)
Remarquons que ’hamiltonien de couplage minimum posséde la méme forme que I’hamiltonien d’une
particule classique plongée dans des champs électromagnétiques (1.10). Les champs A et ¢ corres-
pondent donc aux potentiels vecteur et scalaire de I’électromagnétisme classique. De plus, la transfor-
mation de phase locale ([1.13) appliquée a (1.19) nous méne a

L0, [(=ihV —q(A + V¥))? 9 ,
mauj _[ o +q( —atxﬂw
(iR - gA)? (1.20)
= [2 + q¢>’] Y
m

ce qui montre que ’équation d’évolution garde la méme forme pour autant que les potentiels
vecteur et scalaire soient modifiés au moyen de la transformation de jauge 19].

En conclusion, nous venons de montrer qu’il est possible d’introduire l’interaction électromagné-
tique en imposant 'invariance de I’équation d’évolution d’un systéme quantique par une transfor-
mation de phase locale, également appelée transformation de jauge. Le prix & payer est de modifier
I’équation d’évolution en faisant apparaitre les potentiels vecteur et scalaire au travers de la dérivée
covariante [10}/11]. Les transformations de jauge en mécanique quantique transforment les potentiels
vecteur et scalaire mais également la fonction d’onde. Elles s’écrivent

w N w/ — eiqx(l",t)/ﬁw

A—)AI:A+VX (1‘21)
ox
[ _

avec x(r,t) un champ scalaire quelconque [8-11].
Notons encore que les champs électrique et magnétique peuvent étre définis & partir des commu-
tateurs des dérivées covariantes,

Eyd =2 (D, D)) = <—§¢ - ‘E’“) i
v . Tk (1.22)
Byl = — —€;1[Di, Dj] = (V x A)d

2iq
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ou les indices i, j et k courent sur z, y et z et o

+1si (ijk) = (x,9,2), (2,2,y) ou (y, 2, x)
€ijk = —1si (Z]k) = (SC,ZJJ), (y,x,z) ou (Z,y,ll') (123)
0 sinon

est le symbole de Levi-Civita [11]. Nous obtenons les mémes expressions pour E et B que celles
obtenues au moyen des relations (|1.4).

Notion de grandeur physique

Pour qu’une grandeur ait un sens physique, c’est-a-dire soit mesurable, il est nécessaire qu’elle ne
dépende pas du choix de jauge effectué. En d’autres termes, il faut que les résultats de mesure et
donc les valeurs propres de I operateur associé a une grandeur physique soient invariantes de jauge [9].
Un opérateur O, = O(A,, ¢ )P est dit de forme invariante sous une transformation unitaire locale
U = exp(igx(r,t)/h) si . e

O, =U0,U! (1.24)

avec les potentiels vecteur et scalaire modifiés suivant la transformation . Montrons que pour
un opérateur hermitique vérifiant -, les résultats de mesures poss1b1es de la grandeur physique
associée ne dépendent pas du choix de la jauge. Soit o, une valeur propre de O de vecteur propre
|)y,n), Cest-a-dire

Oxldx.n) = 0nléyn). (1.25)

Si I'opérateur O, est de forme invariante, la valeur propre o,, est invariante de jauge car

OX’|¢X’JL> = UOXUTU|¢X,n>
= UOX|¢x,n>
= U07t‘¢x,n>
= 0n| Py’ n)-
Il est aisé de vérifier que 'opérateur vitesse v représente une grandeur physique alors que I'opérateur
impulsion p est non- phy51que [8,19].- De méme, I’hamiltonien en I’absence de potentiel scalaire, H=

H—q¢= [P —qA(t,t)]?/2m = V2 /2m, représente également une grandeur physique, ce qui n’est plus
le cas de ’hamiltonien total.

(1.26)

Equation de continuité et densité de courant de probabilité

Intéressons-nous & ’analogue quantique de 1’équation de continuité . Partant de I’équation
de Schrodinger , il est possible de montrer que ’évolution quantique satisfait a I’équation de
continuité

Op(r,t)

ot
avec p(r,t) = |¢(r,t)|? la densité de probabilité de trouver la particule & la position r & l’instant ¢ et

+ Vi) =0 (1.27)

3§ 1) = g0 (1, 0)(D — A (e, )(r, 1) + c.c)

> (1.28)
= E?R[’(/J*(r, t)(P — qA(r,1))Y(r,1)]

la densité de courant de probabilité de présence [9,12], ot c.c. désigne le complexe conjugué. L’équation
de continuité (1.27) exprime la conservation locale de la densité de probabilité de présence de la

2. x(r,t) est la fonction scalaire spécifiant le choix de jauge.
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particule. Si nous décomposons la fonction d’onde comme le produit de son module et d’un facteur de
phase, ¥ (r,t) = \/,Beis/h, la densité de courant de probabilité prend la forme simple [13]

j(r,t) = %(vs —gA). (1.29)

Les densités de charge et de courant électrique correspondantes sont obtenues en multipliant p et j
par la charge ¢ de la particule. Remarquons que 1’équation de continuité peut étre vue comme une
conséquence directe de la symétrie de jauge. En effet, le théoréme de Noether nous indique qu’a
toute symétrie du lagrangien est associée un courant conservé, en I’occurence, la symétrie de jauge de
I'électromagnétisme entraine la conservation de la charge électrique [11].

1.2 Théories de jauge non-abéliennes

Il est possible de généraliser le développement précédent & des systémes décrits par des fonctions
d’onde & plusieurs composantes. La généralisation du formalisme des théories de jauge a été proposée
initialement par Yang et Mills afin d’expliquer la symétrie d’isospin entre le proton et le neutron et a
été appliquée avec succés a la description des interactions forte et faible [10}14].

Considérons le cas d’un systéme décrit par une fonction d’onde & deux composantes

(e, 1) = (1"1“@) et WH(r,1) = (15 (r, 1), 3 (. 1). (1.30)
11)2 (I‘7 t)
De maniére analogue au fait que pour une fonction d’onde & une composante la probabilité de présence
de la particule reste la méme lorsque la fonction d’onde est multipliée par un facteur de phase global,
dans le cas d’une fonction d’onde & deux composantes, la grandeur U est invariante sous Ueffet de
la transformation |10,/11]
U(r,t) — W'(r,t) = U¥(r,1)

Uhrt) = v, 1) = ol )0t (1.31)
ott U une matrice unitaire 2 x 2, telle que
Ut =00 =1. (1.32)
Toute matrice unitaire 2 X 2 peut s’écrire sous la forme
U =ell (1.33)

avec H une matrice hermitique (HT = I;f) [10]. De plus, toute matrice hermitique 2 x 2 peut s’écrire
en fonction de 4 paramétres réels 0, o' (i = 1,2, 3) [10]

3
ﬁz@ﬂ—k%;aiTi:Gﬂ—k%a-T (1.34)

ot 1 est la matrice identité 2 x 2, a = (at,a?,a?), T = (71,72, 73) avec

1/0 1 1 (0 —i 1/1 0
1_ 1 2 _ 1 3_ 1
T‘2<1 0)’7 Q(i 0)77 2(0 1)' (1.35)

Dans ([1.34), g représente une constante de couplage qui joue le méme role que la charge électrique en
électromagnétisme. Remarquons que les matrices 7° (i = 1,2,3) sont égales & la moitié des matrices
de Pauli 0;. En résumé, toute matrice unitaire 2 x 2 peut s’écrire sous la forme [10]

U = eeioxt/h (1.36)
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Le terme de phase exp (i6) de (|1.36) donnera lieu a l'interaction électromagnétique si nous rendons la
transformation locale et imposons l'invariance de ’équation d’évolution. Nous ne nous préoccuperons
donc plus de ce terme et nous concentrerons sur la transformation unitaire

S = eigeeT/h (1.37)

avec det S = 1. Une telle matrice appartient au groupe SU(2). Le groupe SU(2) est dit non-abélien car
I’application successive de deux transformations appartenant a ce groupe conduit a des résultats diffé-
rents si ’ordre d’application des transformations change. Les matrices 7% sont appelées les générateurs
du groupe.

Regardons ce qui se passe si nous imposons l'invariance de I’équation de Schrédinger sous Deffet
de la transformation unitaire localelﬂ (a = a(r,t))

U(r,t) — U'(r,t) = 9D /Mg (r 1) = S(r, t)U(r, t) (1.38)

ou la fonction d’onde posséde maintenant deux composantes et est donnée par 'expression .
Comme dans le cas de I’électromagnétisme, il est possible de montrer que 1’équation de Schréodinger
libre n’est pas invariante sous la transformation [10L[11]. Afin de rendre I’équation de
Schrodinger invariante sous 'effet de transformations unitaires locales, nous effectuons la substitution
V > Det % — D, avec la dérivée covariante [10}/11]

D=vi- %Ai(r,tw
)

L | (1.39)
= a + %qb (r,t)T .

Dy

ot 1 est 'opérateur indentité agissant sur les degrés de liberté internes et ot nous avons utilisé la
convention de sommation d’Einstein A’(r,¢)7" = >, A¥(r,¢)7". Il est ici nécessaire d’introduire trois
potentiels scalaires et trois potentiels vecteurs (¢?,A?) car la transformation unitaire dépend de trois
parametres.

Comme dans le cas abélien, nous imposons a la dérivée covariante de vérifier

DV — (DV) = S(DY)

1.40

DV — (Dt\Ij)/ = S(Dt\lj) ( )
ce qui impose aux opérateurs D et D, de se transformer comme des vecteurs (c.f. équation (1.17))).
Comme nous ’avons fait pour I’électromagnétisme, il est possible d’obtenir Ueffet de la transformation
unitaire locale (1.37) sur les champs A? et ¢* (i = 1,2,3) |10,11]

o o o h
TIAT 5 AT = S(rANST! —i=(VS)sT!
g (1.41)
righ s g = 5(rigs 4 il (L) 51
N g \ Ot
ou, en utilisant 'expression de S,
AT AT = AT VAl %ajAk[Tj, Tk]
(1.42)

i
;0

ity igil i
T'p T'P T'p T@t

+ %aj¢k[Tj,Tk].

Cette transformation ressemble & la transformation (1.18)) des potentiels scalaire et vecteur en électro-
magnétisme mais un terme supplémentaire contenant le commutateur des générateurs et mélangeant

3. En général, I'invariance du lagrangien sous la transformation (|1.38) est imposée
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les trois potentiels (¢',A?) apparait. L’équation de Schrédinger

RN i Al 2
ihg\I/ _ (—ihV — gr*A’(r, 1))
ot 2m

+ g ¢ (r, )| . (1.43)

est invariante sous l'effet de la transformation de jauge pour autant que les potentiels scalaires
et vecteurs (¢',A") se transforment conformément & 1’équation [100/11).

Il est possible de définir ’analogue non-abélien des champs électrique et magnétique & partir des
commutateurs des dérivées covariantes

o :,E[Dt,Dk}

v . (1.44)

7'11311C = — %eljk[Dl,'Dj]

oui=1,2,3 et k court sur z, y et z [10,11]. Comme dans le cas de I’électromagnétisme, I'invariance
du lagrangien par transformation unitaire implique une équation de continuité [11].

Il est possible de généraliser les résultats que nous venons d’obtenir & une fonction d’onde possédant

N composantes. Le raisonnement est dans ce cas strictement identique. La seule différence provient du

fait qu’il est nécessaire de considérer des matrices N x N représentant des transformations unitaires

du groupe SU(N). Le groupe SU(NN) possédant N2 — 1 générateurs, I’invariance de jauge donnera lieu

dans cette situation & N? — 1 potentiels (A’ ¢*) [10[14].



Chapitre 2

Approximation adiabatique et phase
de Berry

L’approximation adiabatique est une approche qui s’applique aux systémes dont 1’évolution tempo-
relle est gouvernée par des paramétres externes qui varient lentement dans le temps. Par exemple, en
meécanique classique, le mouvement d’un pendule parfait dont le point d’attache se déplace doucement
et sans & coup constitue un bon exemple de systéme pouvant étre traité dans le cadre de 'approxima-
tion adiabatique [15]. En mécanique quantique, le comportement d’un électron plongé dans un champ
magnétique qui est renversé lentement est un bon candidat pour ’application de I’approximation adia-
batique [15,{16]. La notion de lenteur d’un processus étant relative, il est nécessaire de la préciser. Dans
le cas du pendule, nous dirons du mouvement du support qu’il est lent si le temps caractéristique de
ce mouvement est grand par rapport a la période d’oscillation du pendule. Pour des électrons plongés
dans un champ magnétique, le retournement du champ magnétique pourra étre considéré comme lent
si le temps nécessaire pour effectuer ce retournement est grand par rapport a l'inverse de la fréquence
de transition entre les états spin up et spin down. En toute généralité, pour pouvoir appliquer l'ap-
proximation adiabatique, il est nécessaire que le temps de variation des conditions externes auxquelles
le systéme est soumis soit beaucoup plus grand que le temps caractéristique lié a la dynamique interne
du systéme. En mécanique quantique, I'approximation adiabatique est formulée de maniére précise
sous la forme du théoréme adiabatique qui fait I'objet de la section La section est consacrée
au concept de phase géométrique ou de Berry qui émerge lorsqu’un systéme quantique parcourt une
boucle fermée dans l’espace des parameétres. Dans la section [2.3] nous illustrons ces concepts par plu-
sieurs exemples, dont leffet du renversement adiabatique du champ magnétique sur une particule de
spin 1/2.

2.1 Le théoréme adiabatique

Considérons un systéme dont I’hamiltonien évolue de maniére continue au cours du temps de H;
vers H ¢. Supposons, de plus, que le spectre de I’hamiltonien H (t) est discret, non-dégénéré et que
les différentes valeurs propres de H (t) restent distinctes au cours du temps. Le théoréme adiabatique
nous enseigne que si le systéme est initialement dans le £° état propre de H (0), il restera au cours de
son évolution temporelle dans le k¢ état propre de H (t) & un facteur de phase pres [16].

Bien que le théoréme adiabatique semble assez naturel, il est assez délicat & démontrer. Une
démonstration compléte et rigoureuse de ce théoréme peut étre trouvée dans la référence [16]. Nous
suivrons ici le raisonnement proposé dans [15].

Si ’hamiltonien du systéme ne dépend pas du temps, il est bien connu que lorsque le systéme est
initialement dans un état propre |n) de ’hamiltonien, de valeur propre E,,, son évolution au cours du

17
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temps est donnée par ‘
[9(t)) = e~ F M n). (2.1)

Le systéme reste dans le méme état propre de I’hamiltonien, & un facteur de phase prés. Pour un
hamiltonien dépendant du temps, les valeurs et vecteurs propres de H (¢) définis par I’équation

H(t)n(t)) = Ea(t)ln(1)) (2.2)

dépendent généralement aussi du temps. Les vecteurs propres |n(t)) sont orthonormés et forment une
base de 'espace d’Hilbert. La solution générale de ’équation de Schrédinger dépendante du temps

S (e) = A0 (1) (2.3

peut toujours s’écrire sous la forme
(1) = en(t)eDn(t)) (2.4)

ol nous choisissons .
1
0, (t) :—7/ E,(t"dt'. (2.5)
L Jo

En injectant 'expression (2.4)) de la fonction d’onde dans I’équation de Schrodinger (2.3) et en proje-
tant sur le m® état propre |m(t)), nous obtenons

Len(t) = =3 eal)m(D)] (1)) OO -0n (. (2.6

Prenons la dérivée par rapport au temps de ’équation (2.2)) et projetons le résultat ainsi obtenu sur
Pétat |m(t)) (m # n). Nous obtenons

mI(S B} = (Balt) — En(0)) (D) (1) (2.7

En injectant ce résultat dans I’équation (2.6)), nous arrivons au résultat exact

d d (m|(LH)|n)
—cm(t) = —cm (O){(m(t)|—m(t)) — Cn(t) At 2L i (0n (1) =0m (1)) 2.8
G (t) = —en MOl m(®) = 3 enlt) g s (23)

n#m
L’approximation adiabatique consiste & supposer que dH /dt est suffisamment petit de maniére a
pouvoir négliger le second terme de ’équation (2.8]). Nous pouvons comprendre cette approximation
de la maniére suivante [16] : d’aprés I’équation (2.7), nous avons

(m ()| (g H)[n(t)) d

n(t)). (2.9)

Le membre de droite de cette équation correspond a la composante dans la direction |m) du taux de
variation du n® vecteur propre de H , In(t)). Dans I’approximation adiabatique, nous supposons que
I’hamiltonien varie lentement au cours du temps, ce qui se traduit par le fait que le taux de variation
des vecteurs propres de H est lui aussi faible. Dés lors, il semble assez naturel qu’un systéme dans
un état propre de H reste dans cet état propre au cours du temps. Plus précisément, la solution de
I’équation dans 'approximation adiabatique est donnée par

em(t) = cm (0)ei7m® (2.10)

() = i /O (m(¥) %m(t’))dt’. (2.11)
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Remarquons que v, (t) est strictement réellﬂ Si le systéme est initialement dans 1’état propre |n(t = 0))
de H(t = 0), nous avons ¢, (0) = 1 et ¢,,(0) = 0 pour tout m # n. Donc, en vertu de I'équation ,
nous avons

[W(t)) = e Bin(t)). (2.12)

Le systéme reste a tout instant dans le n® état propre de H(t) & un facteur de phase prés.

2.2 La phase de Berry

Avant de s’intéresser plus amplement au processus adiabatique, il est utile de définir ce qu’est un
systéme non-holonomique. Un systéme qui, aprés avoir été transporté le long d’une boucle fermée, ne
retourne pas & son état original est dit non-holonomique [15]. La notion de transport le long d’une
boucle fermée ne désigne pas nécessairement un déplacement spatial mais tout changement dans les
paramétres du systéme pour autant que ceux-ci retournent a leur valeur d’origine au final.

Etudions & présent les processus non-holonomiques adiabatiques dans le cadre de la mécanique
quantique. Comme nous ’avons vu précédemment, un systéme initialement dans un état propre |n(0))
de ’'hamiltonien H(t) évolue selon

[ (1)) = e On(t)) (2.13)

avec 0, (t) la phase dynamique donnée par ’équation (généralisant pour un hamiltonien dépen-
dant du temps le facteur exp(—iE,t/h)) et v,(t) la phase géométrique ou phase de Berry donnée par
'équation (2.11). Si 'hamiltonien dépend du temps au travers de la variation temporelle de plusieurs
paramétres R;(t) (i = 1,...,N), il existe un espace ou les R;(t) sont les composantes d’un vecteur
R(t) qui spécifie I'évolution temporelle de H(t) [13|. Nous pouvons donc écrire E,(t) = E,(R(t)),

In(t)) = [n(R(?))) et

d dR
D in(e)) = Vain®) - T (214)
ot Vg = (6?%1 oo %). Le facteur de phase géométrique peut donc s’écrire sous la forme [13]
! dR
ity =i [ @) Valn(t) - Gra
0 (2.15)

R(t)
= z/ (n|Vr|n) - dR.
R(0)

Si le mouvement dans I’espace des parameétres est périodique, c’est-a-dire si R(t¢) = R(0), le vecteur
R(t) trace une courbe fermeée dans cet espace et la phase géométrique devient

ult) = i f (n|Vr|n) - dR. (2.16)

La phase géométrique est donc donnée par une intégrale curviligne le long d’une boucle fermée dans
I’espace des parameétres qui, en général, n’est pas nulle. Le nom de phase géométrique prend ici tout
son sens car 7, (t) ne dépend que du chemin suivi dans 'espace des paramétres et pas de la vitesse &
laquelle ce chemin est parcouru [15].

Il est possible, pour un espace des paramétres & trois dimensions, de réécrire le facteur de phase
n(t) d’'une maniére plus commodeﬂ [13]. En posant

A, (R) =i(n|Vgr|n) (2.17)

1. En effet, vu que les états |m(t)) sont normés, nous avons 0 = %<m|m) = (m|%m) + <%m\m) = 2§R((m|%m>).
Deés lors, ’'intégrant dans ’expression de vy, est purement imaginaire et ~,, est réel
2. 11 est possible de généraliser ce résultat pour un nombre plus grand de parameétres [17].
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et en utilisant le théoréme de Stokes, nous obtenons

(€)= fé A,(R)-dR = /S (Vi * An(R)) - da (2.18)

ol da est un élément de la surface S délimitée par le contour C et ou C est la courbe fermée tracée
par le vecteur R au cours d’un cycle dans ’espace des paramétres. Nous pouvons donc voir la phase
géométrique comme le flux au travers de la surface S du champ magnétique fictif

B, = Vi X A,(R). (2.19)

Remarquons que le facteur de phase géométrique ne dépend que de ce flux indépendamment du
parcours de R(t) dans l’espace des paramétres. De plus, A, et B,, sont des quantités strictement
réelles [13]. Une autre propriété intéressante de cette maniére de voir le facteur de phase est la suivante :
supposons que ’état du systéme soit multiplié par un facteur de phase variable dans l’espace des

parametres, ‘
In(t)) — e®®n(t)) (2.20)
A partir de (2.17), nous avons
A,(R) = A,(R) — VrI(R). (2.21)

Cette transformation de A,,(R) laisse invariante I'intégrale de flux , ce qui signifie que le facteur
de phase géométrique -, ne dépend pas du détail de ’évolution de la phase le long du chemin C dans
Pespace des paramétres mais seulement de la géomeétrie de ce chemin [13|. De plus, notons que les
transformations et ont exactement la méme forme que les transformations de jauge en
électromagnétisme.

Evaluons de maniére plus explicite la phase géométrique [13]. En injectant dans ’expres-
sion du champ magnétique fictif B,, et comme le rotationnel d’un gradient s’annule, nous
obtenons

B, (R) = i(Vr(n]) x (Vr/n)). (2.22)

En insérant dans cette expression la relation de fermeture

=3 m(®)m®)l, (2.23)

m

en remarquant que la normalisation des états |n(t)) implique [13]

R(n(t)[VrIn(t)) =0, (2.24)
et en utilisant les résultats (2.9)) et (2.14)), nous obtenons

nlC) = / B, (R) - da
s

. n|VeH|m m|VeH|n
By -1 (T T,

(2.25)

m#n

Ce résultat montre que les points dans I’espace des paramétres ol les niveaux d’énergie sont dégénérés
(Em(R) = E,(R)) contribuent & la phase géométrique via le flux du champ B, au travers de la surface
S meéme si le chemin qui soutient cette surface ne passe pas par ces points [13]. Une autre maniére
de voir ce résultat consiste a dire que la présence de dégénérescence conduit & une valeur infinie du
champ B,, ce qui est interprété comme la présence de sources de ce champ. La phase de Berry est
donc le flux associé & de telles sources [1§].
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2.3 Exemples

Calculons, a titre d’exemple, la phase géométrique dans le cas d’'une particule de spin % et de
moment magnétique p plongée dans un champ magnétique R(t)ﬂ variable au cours du temps. L’ha-

miltonien du systéme est donné par 13|
. . 2u 4
H(t)= HR(t)) = ———S - R(¥), (2.26)

ot S est I'opérateur de moment cinétique de la particule de spin % En prenant la direction e, dans
la méme direction que R(t), les deux valeurs propres de ’hamiltonien relatives aux états spin up et
down (]£(t))) sont données par

Ey(t) = FuR(t) (2.27)

avec R(t) = |R(t)| Pamplitude du champ magnétique. Nous pouvons procéder au calcul de B au
moyen de la formule (2.25). Comme le systéme ne comporte que deux états propres, la somme se
raméne & un seul terme. Le dénominateur vaut

(Ex — E<)? = 4°R%. (2.28)
Par ailleurs, nous avons
. 2t
VeH = —#S. (2.29)

Le produit vectoriel dans donne
(E®IS] T (1) x (FB)IS] £ (1)) = (E(®)IS| T (1)) x (£(B)[S] F (1)) (2-30)

La direction du champ magnétique R définit la direction e, et les états propres | & (¢)) sont aussi
états propres de l'opérateur S,. Nous pouvons écrire [13]

§— %@ + 8 )en+ %@ _ 5 )e, + S.e. (2.31)

avec S3 = S, + S, et Si|F) = h|£) et Sy|+) = 0. Nous obtenons ainsi

A h .
(£|S|F) = i(em Fiey) (2.32)
et par conséquent
B.i(r) = ;e = ;E (2.33)
= o T TR R ‘

Au final, la phase de Berry vaut [13]

Y+ = :F% i LRfa = :F%Q (2.34)
avec {2 langle solide sous-tendu par le chemin emprunté par le vecteur R(t) par rapport a l'origine
R = 0 dans l'espace des paramétres. L’origine R = 0 correspond & des niveaux FEi dégénérés et
donc & une source ponctuelle de champ B. Ce résultat met en évidence le caractére géométrique de
la phase de Berry : elle ne dépend pas du chemin précis parcouru dans ’espace des parameétres mais
uniquement de ’angle solide sous-tendu par ce chemin.

Bien que ’habitude veuille qu’en mécanique quantique la phase globale des fonctions d’onde soit
considérée comme arbitraire car elle ne modifie pas les résultats du calcul de quantités physiques, la

3. Nous utilisons la notation R(t) pour le champ magnétique dans ce contexte pour rappeler qu’il s’agit du paramétre
variable au cours du temps et afin d’éviter toute confusion avec le vecteur B qui intervient dans le calcul de la phase
de Berry.
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phase relative entre la fonction d’onde d’un systéme avant et aprés une boucle fermée dans 'espace
des parameétres n’est pas arbitraire et peut étre mesurée au moyen d’expériences d’interférences. Afin
d’illustrer notre propos, considérons l’expérience suivante [15l/17,[18] : un faisceau de particules de spin
1/2 polarisé dans un état de spin haut le long d’un champ magnétique R est divisé en deux parties.
L’une des deux parties du faisceau original reste plongée dans un champ magnétique constant alors
que l’autre partie du faisceau est soumise & un champ magnétique dont I’amplitude est constante mais
dont la direction parcourt une courbe fermée C soutenant un angle solide 2 suffisamment lentement
pour que le théoréme adiabatique soit applicable. Le facteur de phase géométrique supplémentaire
apparaissant pour les particules soumises & un champ magnétique variable est donné par ’expres-
sion (2.34). Remarquons que le facteur de phase dynamique est identique pour les deux parties
du faisceau car les énergies propres ne dépendent que de 'amplitude du champ magnétique.
Les deux parties du faisceau de particules sont ensuite recombinées et un détecteur nous permet de
mesurer lintensité du faisceau recombiné en foncion de I'angle solide 2. Le spectre ainsi obtenu pré-
sente des franges d’interférence dues & la phase de Berry et permet une mesure de celle-ci. Notons
également que le concept de phase de Berry est particuliérement bien adapté a la description de ’effet
Bohm-Aharonov [15}17].

Il est possible de préciser le sens physique du "potentiel vecteur" A, (R) si les paramétres R;(t)
sont eux-mémes quantifiés [18,/19]. Considérons I’hamiltonien d’une molécule diatomique

. P2 .
Htot = m + He(R) (235)

ol R est lopérateur associé & la position des noyaux et est pris sous la forme d’un vecteur & six
dimensions, P = iVg /i est lopérateur impulsion canoniquement conjugué a la position des noyaux
R et oil He(f{) est I’hamiltonien décrivant la dynamique des électrons et dépend de la position des
noyaux. L’hamiltonien électronique posséde comme états propres les états [n(R)) de valeurs propres
E,(R) avec la relation d’orthonormalisation (m(R)|n(R)) = dun. Supposons que le systéme se trouve
initialement dans un état propre électronique |n(R)) et que hamiltonien He(R) varie suffisamment
lentement avec le mouvement des noyaux pour que le théoréme adiabatique soit applicable, le systéme
reste dans ’état électronique |n(R)) et nous pouvons alors écrire ’état global du systéme sous la forme

(R[Yr01(R)) = x(R)[n(R)). (2.36)

ou x(R) est une fonction d’onde décrivant le mouvement des noyaux. En calculant Hio|t)(R)) et en
projetant sur 1’état propre interne |n(R)), nous trouvons que la fonction y(R) obéit & une équation
de Schrédinger avec ’hamiltonien effectif [18]

Hep = % +U(R) (2.37)

olt A est donné par 1} et
5 (n(R)|[VEn(R))

UR)=FE,(R) - +A%(R). (2.38)
2M

Ce résultat correspond a I’approximation de Born-Oppenheimer. 11 est possible de généraliser ce résul-

tat pour différents types de systémes contenant a la fois des degrés de liberté rapides, qui joueront le

méme role que ’hamiltonien électronique, et lents (R, P). Le systéme rapide influence la dynamique

du systéme lent au travers du potentiel vecteur A(R) et du potentiel scalaire U(R) [18].



Chapitre 3

Approche semi-classique de
I’'interaction atome-lumiére

Dans ce chapitre, nous présentons l'approche semi-classique de 'interaction d’atomes avec des
champs lasers. Dans cette approche, les atomes sont traités de maniére quantique tandis que la lumiére
est assimilée & une onde électromagnétique classique. La section est consacrée & ’établissement de
I’hamiltonien décrivant 'interaction entre atomes et lumiére dans le cadre de I'approximation dipolaire
électrique. Dans les sections et nous particularisons les résultats obtenus précédemment aux
cas d’atomes modélisés par des systémes & deux et trois niveaux.

3.1 Hamiltonien d’un atome plongé dans des champs lasers

3.1.1 Passage au référentiel du centre de masse

Notre point de départ est ’hamiltonien décrivant un atome en interaction avec une onde électro-
magnétique [20]

=3 (b= A0 )? + Ve () + 000050, (3.1
« ma
avec ¢ et A les potentiels scalaire et vecteur associés & ’onde électromagnétique dans laquelle est plongé
latome, {¢, } les charges des particules constitutives de I’atome, Viou le potentiel électrostatique liant
les électrons au noyau et ou r,, (resp. Po,) est opérateur position (resp. impulsion canonique) du noyau
(a = N) ou des n électrons (« = ei). Il est utile, afin de simplifier la description d’atomes plongés dans
des ondes électromagnétiques, de séparer le mouvement global de ’atome de sa dynamique interne.
Dans ce but, nous remplagons les opérateurs ry et r.; par les coordonnées relatives Rg et #; avec [20]

T, =T¢ — Iy (3.2)
la position des électrons par rapport au noyau et

n A A
R Doy MEe; + MNTN
G pr—
M

(3.3)

la position du centre de masse ol m est la masse de 1’électron, my la masse du noyau et M la masse
totale de "atome. En coordonnées relatives, I’hamiltonien peut se réécrire comme la somme d’un
hamiltonien décrivant le mouvement du centre de masse et d’un hamiltonien spécifiant la dynamique
interne [20] et il est possible de trouver des états propres du systéme atomique de la forme du produit
d’une fonction d’onde décrivant le mouvement du centre de masse et d’une fonction décrivant la

23



24 Approche semi-classique de l’interaction atome-lumiére

dynamique interne. Comme les transitions que nous considérerons par la suite ne font intervenir qu’un
seul électron par atome, nous considérons I’hamiltonien

H= %(p — eA(#,1))? + Veou(F) + ed(E, t) (34)

avec 1 I'opérateur position de 1’électron par rapport au noyau situé en ry et e < 0 la charge de
lélectron. Cet hamiltonien décrit un électron lié au noyau par le potentiel Voo (r) et plongé dans une
onde électromagnétique [9].

Comme nous ’avons vu au chapitre[I} équation de Schrédinger est invariante en forme sous leffet
d’une transformation de jauge et nous disposons d’une certaine liberté dans le choix des potentiels
scalaire et vecteur. Dans la suite, nous nous placerons dans la jauge de radiation [9], définie par

¢(r,t) =0 et V-A(r,t)=0. (3.5)

3.1.2 Approximation dipolaire électrique

L’hamiltonien atomique peut étre simplifié au moyen de approximation dipolaire électrique. Sup-
posons que l'onde électromagnétique dans laquelle ’atome est plongé est une onde plane monochro-
matique de vecteur d’onde k décrite par le potentiel vecteur A(r,t) = A(t)exp(ik - r). Le potentiel
vecteur ressenti par les électrons est donné par A(r.;,t) = A(ry +r;,t), i =1,..., N ou les r; repré-
sentent les positions des électrons par rapport au noyau. L’approximation dipolaire électrique consiste
a supposer que k - r; < 1, ce qui entraine [9]

A(ry +1;,t) = A(t) exp(ik - (rn +13)) 36
~ A(t)exp(ik - ry). (3.6)
Comme la distance entre les électrons et le noyau est de Pordre de 1071° m et |k| = 27/\ avec A
la longueur d’onde de ’onde électromagnétique considérée, "approximation dipolaire est valable pour
des longueurs d’onde A > 1 nm, en particulier dans les domaines optique, infrarouge et micro-ondes.
Dans 'approximation dipolaire électrique et dans la jauge de radiation, I’hamiltonien prend la
forme

N 1 . R R
H= 9 (p - EA(va t))2 + VCoul(r) (37)
m
et I’équation de Schrodinger associée est donnée, en représentation des coordonnées, par
'hgib(r t) = 7 v Z.—6A(r t) 2 + Voou (r) | 1(r,t) (3.8)
2 ot s = om 7 N, Coul s b .

Afin de simplifier cette équation, deux solutions équivalentes s’offrent & nous. Nous pouvons, au choix,
effectuer une transformation de jauge (1.21) en choisissant (jauge de GSppert-Mayer)

x(r,t) = —%A(rN,t) T (3.9)

ou bien définir une nouvelle fonction d’onde ¢(r, t) telle que |9]
P(r,t) = eeATN TR (p ), (3.10)

En insérant cette expression pour la fonction d’onde (r,t) dans I’équation de Schrédinger (3.8]), nous
obtenons

y . . . . /\2
ik %A . rqS(r,t) + gf)(l‘,t):| ezeA(rN7t)-r/h _ ezeA(I‘N,t).r/h |:;,n + VCoul(r):| QS(I‘,t)

. o, (3.11)
& ihid(r,t) = {;n + Veoul(r) — er - E(mt)] o(r, 1)
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en utilisant la notation ¢ = 0¢/0t et le fait que le champ électrique E(ry,t) = —A(rN,t) en jauge
de radiation. De maniére compacte, ’hamiltonien s’écrit [9]

H=H,+ H, (3.12)
avec
A f)2
H = 5 ou A 1
0 om + Vo 1(1‘) (3 3)
H, = —et-E(ry,t). (3.14)

L’hamiltonien H, correspond & ’hamiltonien du systéme en ’absence d’onde électromagnétique. Ses
énergies et états propres, E; et \> correspondent, aux niveaux d’énergie de l’atome considéré et sont
supposés connus. L’hamiltonien H, décrit linteraction entre le champ electromagnethue et I'atome.
Cette interaction s’exprime en toute généralité comme —d - E avec = ez r; = er 'opérateur
moment dipolaire électrique de I’atome et E le champ électrique qui est une grandeur indépendante
du choix de jauge.

Remarquons que ’élément de matrice <a|él|b> de 'opérateur moment dipolaire a la propriété d’étre
nul lorsque les états atomiques |a) et |[b) sont de meme parlteﬂ En effet, pour deux états propres |a)
et |b) de H, nous avons

(a|d|b) = e(a|1F1|b)
= e(a| P?tP?|b)
o (3.15)
= —e(a|PTEP|b)
= —(a|PtdP|b).
Lorsque |a) et |b) sont de méme parité, nous avons (a|d|b) = —(a|d|b), soit (a|d|b) = 0. En particulier,

(i|d|i) est nul pour tout état propre atomique |i).

3.1.3 Schéma d’interaction

Avant de nous intéresser & des systémes plus spécifiques, il est utile d’introduire la notion de schéma
d’interaction [9]. Partons de I’équation de Schrédinger

d .
zﬁ$|1/)(t)> = H[y(t)) (3.16)

ot H est ’hamiltonien du systeme. De maniere formelle, résoudre cette équation est équivalent a
trouver l'opérateur unitaire U (t) tel que

(1)) = U(1)[1(0)) (3.17)
et satisfaisant p
/W) =7 HU® (3.18)
U) =1

Pour un hamiltonien de la forme li ol fll décrit l'interaction du systéme avec des champs ex-
térieurs, le schéma d’interaction consiste a assigner a la fonction d’onde uniquement la dépendance
temporelle provenant de I’hamiltonien d’interaction. Dans ce but, nous définissons une nouvelle fonc-
tion d’onde |9]

[or(t)) = T3 (8)] (1)) (3.19)

1. Pour rappel, 'opérateur parité If’ transforme le vecteur r en —r. Comme P2? = 1, Popérateur parité admet +1
comme valeurs propres. L’opérateur P commute avec ’hamiltonien du systéme et il existe une base d’états propres
communs de P et H.
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avec I'opérateur unitaire

Uo(t) = exp (—21%1&) . (3.20)
En injectant I'expression de [¢) en fonction de |¢;) dans I’équation (3.16]), nous obtenons
od 5
ih— Wi (t) = Hi()|¥r(t) (3.21)
avec R R o
Hi(t) = UL () H Uo(t). (3.22)

De maniére générale, un opérateur O quelconque devient en schéma d’interaction

O1(t) = Ul ()01 Uy (). (3.23)

Notons que la valeur moyenne d’un opérateur O reste inchangée en schéma d’interaction. En effet, en
utilisant ’expression pour la valeur moyenne d’un opérateur et I’équation (3.19)), il vient

(0) = (¥|0]y)
= (1|U§ ()OTs (8) |41) (3.24)
= (¥r|Or|¢r).

Il est possible de généraliser la tranformation unitaire définissant le schéma d’interaction [21]. Nous
pouvons définir une nouvelle fonction d’onde

[a) = UT|y) (3.25)

avec

U(t) = exp <;/1t) : (3.26)

oil A est un opérateur hermitique. Cette transformation revient & se placer dans un référentiel en
rotation dans I’espace d’Hilbert. L’hamiltonien résultant de cette transformation s’obtient en insérant
Pexpression de |¢) en fonction de |¢4) dans I’équation (3.16). Au final, nous obtenons

Hy=U'HU — A. (3.27)

3.2 Atomes A deux niveaux

Etudions a présent la dynamique d’un atome assimilé 4 un systéme a deux niveaux d’énergie
et plongé dans une onde électromagnétique. L’hamiltonien d’un tel systéme est donné par les équa-
tions (3.12), (3.13) et (3.14). Comme nous considérons un systéme & deux niveaux, I’hamiltonien en
I’absence de champ électromagnétique, Hy, admet comme base d’états propres {le), g} },

Hole) = Ecle), Holg) = Eqlg) (3.28)

ou E, (resp. Ey) est I’énergie propre associée a I’état |e) (resp. |g)). Nous choisirons par convention
E. > E,. Les niveaux d’énergie d’'un atome a deux niveaux sont représentés sur la figure @ En
utilisant la relation de fermeture

1 = [e){el +[g){g] (3.29)

avec |e)(e| et |g)(g| les projecteurs sur les états |e) et |g), nous pouvons réécrire Hy sous la forme [9)

Hy = Eele)(e| + Eylg)(g]- (3.30)
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FE
A
Ee + A |€>
hd<0
hw
hwr,
Ey 4+~ Y |9)

FIGURE 3.1 — Structure des niveaux d’énergie d’un systéme & deux niveaux.

Considérons maintenant ’hamiltonien H; décrivant l'interaction entre I’atome et Ponde électroma-
gnétique. Soit une onde électromagnétique plane de pulsation wy, et de vecteur d’onde kj, polarisée
dans une direction €. Typiquement, il s’agit d’un faisceau lumineux produit par un laser. Le champ
électrique associé a cette onde est de la forme

E(r,t) = &yecos(wpt — Kk - 1) (3.31)

ou &y est ’amplitude du champ électrique. L’hamiltonien H; donné par I’équation 1} fait intervenir
le champ électrique en ry, la position du noyau de I’atome. Cet hamiltonien peut se réécrire en utilisant
la relation de fermeture [9]

Hy = —er-E(ry,t)

—er - €&y cos(wpt — k- rN)

—e((eltlg) - ele) (gl + (g]tle) - elg)(e]) &o cos(wrt — kg - Tn) (3.32)
— (A" - €le)(g| + d - €[g)(e]) Eo cos(wrt — kL - )

(hQe)(g| + nS2*|g){e]) cos(wrt — k- rn)

avec
d = e(g|t|e) (3.33)

ou 2 la fréquence de Rabi qui caractérise I'intensité du couplage entre les niveaux |e) et |g). Cet
hamiltonien dépend explicitement du temps. Afin d’en simplifier ’expression, passons en schéma d’in-
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teraction. En utilisant les équations 1) et 1} avec Hy donné par 1} nous obtenons

Ay = 203 (e)lg] + 97 lg)el) U (rt k) omitonikue) (3.34)

avec

Uy = e~ H(Eecle)(el+Eqlg){g)t/h

+00 . n
¥ (ht) (Eele){e] + E,lg)g])"
—~ (3.35)

n!

+oo N
=> 2 (F) i+ E)ria )

n=0
=Pt g)(g] + e P M e) (e

ot le passage de la deuxiéme ligne a la troisiéme ligne se fait en utilisant la propriété d’orthogonalité
des projecteurs |g)(g| et |e)(e|. En posant iw = E. — E; et § = wr, — w, nous obtenons

iy = g [QeikL'”N (e*i‘” + eiwmt) le)(g| + h.c.} (3.36)

ou la notation h.c. signifie hermitique conjugué. Afin de simplifier cet hamiltonien, nous effectuons
U approzimation séculaire qui revient & supprimer les termes oscillants a la fréquence w + wy, [9]. En
effet, si w + wy, > 4§, les termes de ’hamiltonien contenant exp(+i(w + wy)t) oscillent trés vite par
rapport aux termes exp(+idt) et se moyennent a zéro sur un intervalle de temps At > 1/(w + wy,)
mais petit par rapport au temps caractéristique d’évolution des populations 7 &~ 1/§2. Dans cette
approximation, I’hamiltonien d’interaction s’écrit

. h . . , ,
Hy = 3 [Qrem ke TN it g) (o] + Qekr TN e~ ) (g]] . (3.37)

Nous pouvons éliminer la dépendance temporelle de (3.37) en nous plagant dans un référentiel en
rotation. En utilisant les expressions (3.26]) et (3.27) avec

A== (le)el = o)) (3.38)

et en calculant la transformation unitaire comme en (3.35)), nous obtenons

h

Hopiy = B (@ e TN g) (] + Qe™ TN [e)(g] — dle)(e] + dlg){gl) (3.39)

ou en notation matricielle dans la base des états non couplés {|e),|g)}

A h = Qetke-ry
Hopiy = 5 (Q*e—ikL'I‘N 5 ) . (3.40)

L’hamiltonien Hs,;, admet comme énergies propres Fy = :tg\/cSZ + |92|? de vecteurs propres

xx) = ! <€ikL'rN <_5 i*v o5+ |Q|2>) . (3.41)
\/2 (92 + 198 7 0/ +P) Q

Il est possible de déterminer les énergies et états propres de Hyniw d’une autre maniére. Choi-
sissons tout d’abord le systéme de référence de maniére & imposer kj, - ry = 0. De plus, posons
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Q = |Q] exp(ic) et introduisons la fréquence de Rabi généralisée A = /02 + |©2|2. Nous pouvons alors
réécrire ’hamiltonien (3.40) sous la forme

-5 ‘Qleirx
~ hA
Honiyy = = \I/th"i‘z Vol (3.42)
Va2 (/5240
Afin de déterminer les énergies et états propres de cet hamiltonien, posons
) Q
cos ) = ———————et sinf = _ (3.43)
V62 +[Qf2 6% + 9
ol # est I'angle de mélange. Nous avons
- hA [ —cosf  e®sinf
Honiv = 2 <e‘i°‘ sinf  cosf ) (3.44)
ou # est déterminé par la condition
Q ™
tanf = —, —— <6< —. 3.45
MU= T == (8.45)

Sous cette forme, il est aisé de vérifier que Hopiv admet bien comme valeurs propres les énergies
Ey =+2,/62 +]Q? = £hA/2 de vecteurs propres [22]

cos(4)

IX+) = (e.cos(g) ) Ix-) = (—e—w an(g)) (3.46)

Ces états sont appelés états habillés du fait qu’ils proviennent de linteraction de ’atome avec la
lumiére. Ils forment une base orthonormée.

Uun tel hamiltonien conduit & des oscillations, dites de Rabi, pour les populations des états |e) et
|g) [923]. En effet, comme les états |e) et |g) ne sont pas des états propres de Hopiv, lorsque le systéme
se trouve initialement dans un de ces deux états, il oscille au cours du temps entre les états |e) et |g)
avec une probabilité de passer d’un état a l'autre [9,23]

OF (M
Pg—)e = m Sin 7 . (347)

3.3 Atomes i trois niveaux

Intéressons-nous & présent & des systémes atomiques & trois niveaux plongés dans deux champs
lasers différents. Nous nous plagons toujours dans ’approximation dipolaire électrique. Les niveaux
d’énergie de ’atome sont en configuration A, c’est-a-dire deux niveaux |g1) et |g2) d’énergie proche et
un niveau excité |e) d’énergie plus élevée. La transition entre les niveaux |g1) et |g2) de méme parité
est interdite. Le laser 1 de fréquence wy,, et de vecteur d’onde kz,, excite la transition |g1) <> |e). Sa
polarisation €; est choisie de facon a ne pas coupler les états |g2) et |e) (2g,5e = —d5 - €:E9/h = 0).
Similairement, le laser 2 de fréquence wy,, et de vecteur d’onde ky,, agit uniquement sur la transition
|g2) <> |e). Les niveaux d’énergie d’un tel systéme atomique sont représentés sur la figure

L’hamiltonien du systéme peut s’écrire sous la forme

avec Hy et Hy donnés respectivement par les équations 1) et 1} et

Holg1) = Ey,|g1), Holgo) = Ey,|g2), Hole) = Ele). (3.49)
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E
A
E, 4
7\ A |€>
1o,
1o, Y
hws
hwy,
hwy
hwr,
Eg, - y |g2)
Eq L 1)

FIGURE 3.2 — Structure des niveaux d’énergie d’un systéme & trois niveaux en configuration A.

En appliquant le méme raisonnement que pour ’atome & deux niveaux, il est possible de réécrire Hy
sous une forme analogue & ’équation (3.30),

2
Hy = Eee){e| + ZE 19i)(gil- (3.50)

De méme, en supposant que les ondes électromagnétiques donnent lieu & des champs électriques de la
forme (i = 1,2)
Ei(r,t) = £oi€; cos(wr,t — kg, - 1), (3.51)

’hamiltonien H; peut s’exprimer sous la méme forme que ’équation 1)

2

Z (A2 |e)(gs| + 82 |g:)(e]) cos(wrqt) (3.52)

avec

*
di . 62‘507; eikLi N

(h = - B )

d; = e(g;|t|e). (3.53)
Placons-nous maintenant en schéma d’interaction en utilisant la transformation donnée par (3.20))
et 1-

22). Le calcul de 'opérateur unitaire Uy se fait de maniére analogue au cas & deux niveaux. Aprés
application de ’approximation séculaire, nous obtenons

i3 g o

el + Qe e)(gi\] (3.54)

DO\ >t
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avec w; = E.— Ey, et 6; = wr, —w;. La dépendance temporelle de H’I peut étre éliminée en se plagant
dans un référentiel tournant. Dans ce but, utilisons les équations (3.26) et (3.27)) ou nous choisissons

h

A= [0+ ®)le) (el = (01 = 02)lg1)(g1] + (91 — 2)lg2)(g]]- (3.55)

Nous obtenons donc un nouvel hamiltonien

2

. B § A
Haniv = 5 D (h1gi) (el + hule)(gal) | + 5 101 = 82)lg1){(g1] — (J1 + 82)le){e] — (61 — G2)lg2) (g2l
i=1
(3.56)
que nous pouvons écrire sous forme matricielle dans la base des états non couplés {|g1), |e), |g2) }
R p (01— 02 Q4 0
Haniv = 5 Q —(01+02) Qs . (3.57)
0 0 —(01 = d2)

Considérons le cas le plus simple ou les désaccords en fréquence d; et d2 sont nuls. En d’autres
termes, nous considérons une transition Raman résonante entre les états |g1) et |g2) [22]. L’hamiltonien
devient

R A 0 Q 0
Hgni\,:§ Q0 Q. (3.58)
0 Q5 0
et il est aisé de montrer qu’il admet comme énergies propres Ep = 0,EL = +£hQ/2 avec Q =
V]2 + |22]%. L’état propre d’énergie nulle

_ Dolgr) — lga)

D) -

(3.59)

est appelé état sombre ou état non couplé car il ne contient pas le niveau excité |e) [22]|. Les états
propres relatifs aux énergies propres F4 sont de la forme

) = |m\2e> (3.60)
o ) = Gilon) + 95l0s) 361

Q0

est appelé état brillant ou état couplé [22]. De tels états, et particuliérement les états sombres, sont
utilisés dans les processus STIRAPE| [24].

2. Stimulated Raman Adiabatic Passage






Chapitre 4

Méthodes d’obtention de champs de
jauge artificiels

Dans ce chapitre, nous passons en revue différentes méthodes permettant de créer des champs de
jauge artificiels. La simulation de champs de jauge est particuliérement intéressante car elle permet
de reproduire dans le cadre hautement maitrisé des atomes neutres ultrafroids divers phénomeénes
issus de la physique de I’état solide tel que Deffet Hall quantique [24]. Afin de générer un champ de
jauge artificiel sur un systéme atomique, I’idée principale est d’en modifier I’hamiltonien par diverses
méthodes afin que celui-ci prenne une forme similaire & I’hamiltonien d’une particule chargée plongée
dans un champ de jauge et donné par 1’équation . La maniére la plus simple de modifier I’ha-
miltonien consiste & mettre les atomes en rotation et a se placer dans un référentiel tournant [25,/26].
Cette méthode est briévement exposée dans la section Une autre idée se base sur 1’évolution adia-
batique de I’état d’atomes plongés dans différents champs lasers [22}27-33|. Ces méthodes, fondées
sur l'interaction entre atomes et lumiére, sont présentées a la section et seront étendues au cas de
systémes & deux atomes dans les chapitres [5| et [7] Enfin, mentionnons que de nombreuses propositions
théoriques ont été formulées pour générer des champs de jauge artificiels en utilisant des atomes piégés
dans des réseaux optiques [22434}35].

4.1 Piéges en rotation

Comme nous ’avons déja évoqué, il est possible de créer un champ de jauge artificiel en se plagant
dans un référentiel en rotation. Cela est possible grace aux similitudes entre ’expression de la force
de Lorentz agissant sur une particule de charge g et de vitesse v plongée dans un champ magnétique
B

FLorentz =qv X B, (41)

et celle de la force de Coriolis ressentie par une particule de masse m se mouvant a vitesse v dans un
référentiel tournant a vitesse angulaire

FCoriolis = 2mv x ). (42)

Bien que d’origines complétement différentes, ces deux forces partagent la méme structure et pro-
duisent donc des effets similaires sur une particule. Plus précisément, la dynamique d’une particule
de charge ¢ plongée dans un champ magnétique B dans un référentiel fixe est identique a celle d’'une
particule de masse m en I’absence de champ magnétique dans un référentiel en rotation a vitesse
angulaire ©Q = ¢B/(2m).

33
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En effet, considérons I’hamiltonien d’un atome neutre de masse m piégé dans un potentiel harmo-
nique a symétrie cylindrique [26}36]

S U SRR S pe
H= %—l—imwl(m‘ +9 )+§mw||z (4.3)

avec w et w) les fréquences de piégeage dans le plan z — y et dans la direction e., respectivement.
Dans un référentiel en rotation a vitesse angulaire €, ’hamiltonien devient [37,|38]

Hoy=H-Q-L (4.4)

oL = T X p est 'opérateur de moment cinétique de la particule. L’hamiltonien 1' dans un référentiel
en rotation a vitesse angulaire 2 = Qe, prend donc la forme

. H2 1 1 .
Hrot = 21)7m + 5’]’)1&)3_(5%2 + gz) + §mwﬁ22 —-Q-L
4.5
(P—mQxi)? 1 2 2\/22 | #2 1 24,2 (45)
:T—i—im(c@_—Q ) (& —|—y)+§mw||z

ou nous nous sommes servis du fait que Q- (f x p) = p- (2 x ). En comparant cet hamiltonien avec
celui d’une particule chargée plongée dans des champs électromagnétiques (éq. (1.10))), nous obtenons
un potentiel vecteur artificiel de la forme

m Xr
Aartiﬁciel = q (46)

auquel correspond un champ magnétique artificiel

Bartiﬁciel =V x Aartiﬁciel
2mQ (4.7)
p .

Remarquons que le passage dans le référentiel tournant influence également le potentiel de piégeage
harmonique dans le plan x — y en diminuant wf_ jusqu’a une valeur (wi —02). Cet effet est di aux
forces fictives d’inertie et plus spécifiquement a la force centrifuge [26436]. La réduction du potentiel de
piégeage des atomes et les difficultés expérimentales & mettre des atomes piégés en rotation constituent
les principaux inconvénients de cette méthode de création de potentiels de jauge artificiels.

4.2 Evolution adiabatique d’états habillés

Montrons & présent comment l’interaction entre un atome et un faisceau lumineux, et plus particu-
lierement 1’évolution adiabatique de I’état d’un atome initialement dans un état habillé, peut conduire
a I’émergence de champs de jauge artificiels.

4.2.1 Atomes a 2 niveaux
Dérivation des potentiels et champs de jauge artificiels

Dans un premier temps, nous considérons le cas simple d’atomes a deux niveaux. Nous avons déja
établi dans la section du chapitre précédent I’expression de I’hamiltonien décrivant la dynamique
interne de tels atomes plongés dans un faisceau laser ainsi que les états propres de cet hamiltonien.
Comme nous nous intéressons également au mouvement global de ’atome, nous considérons ’hamil-
tonien [22]

2

. P . . . .
H= ( + V) @ 1™ 4 1% @ Hypiy (4.8)
2m
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ot P est I’opérateur impulsion de ’atome de masse m (lA3 = RV /i en représentation des coordonnées),
V est un potentiel quelconque n’agissant pas sur la dynamique interne de ’atome, H’gniv, donné par
I’équation , décrit la dynamique interne de Patome et ou 1 et 1°* représentent repectivement
I'opérateur identité dans I'espace d’Hilbert des états internes de I’atome et dans ’espace d’Hilbert des
fonctions d’onde décrivant le mouvement global de ’atome. Notons que les angles 6 et o apparaissant
dans 'hamiltonien Hopiy dépendent paramétriquement de la position r de I’atome. Cette dépendance
spatiale peut provenir soit d’'une dépendance spatiale du désaccord en fréquence § du laser, soit d’une
dépendance spatiale de la fréquence de Rabi € associée & la transition entre les niveaux |e) et |g).

Des solutions de base pour 1’état global du systéme peuvent étre trouvées sous la forme du produit
d’une fonction décrivant le mouvement global de ’atome et d’une fonction spécifiant son état interne.
La solution la plus générale sera une combinaison linéaire de ces solutions de base. Comme nous
lavons vu, les états propres de Hopiv, |x+) et |x—), donnés par ’expression , forment une base
orthonormée de I’espace des états internes de I'atome variant avec la position de ’atome au travers
de 6 et a. Notons au passage deux relations qui s’avéreront utiles pour le calcul des champs de jauge
artiﬁcielsEE|: (Vxelxs) = —(x=1Vxz) et S(i(Vxx|xs)) =0 (avec V|x+) = |Vx+)). En utilisant
la base des états |x+) pour décrire ’état interne de ’atome, la fonction d’onde décrivant 'atome dans
son entiéreté s’écrit en toute généralité [22]

(ele() = > vi(r,0)lx;(x). (4.9)

J=+,—

Supposons que 'atome se trouve initialement dans I’état interne |x.). Si il se déplace suffisamment
lentement, le théoréme adiabatique (c.f. Section nous enseigne qu’il reste au cours de son évolution
dans I’état habillé |y (r)). Dans cette situation, la population de I’état |x_) reste négligeable au cours
du temps et en conséquence la composante ¥ _(r,t) aussiﬂ Dans cette situation, I’hamiltonien qui
gouverne la dynamique du systéme est de la méme forme que celui traité dans la section [2:2] lorsque
nous avons étudié la dynamique d’un systéme contenant des degrés de liberté évoluant rapidement et
d’autres évoluant lentement (c.f. équation ) Nous avions alors montré que la fonction d’onde
décrivant ’évolution du systéme par rapport aux degrés de liberté lents évoluait suivant un hamiltonien
effectif de la forme (2.37). Dans le cas de 'atome & deux niveaux, cela se traduit par le fait que
I'équation de Schrodinger ihd|i) /dt = H|v) devient une équation d’évolution pour la fonction d’onde
Y4 (r,t). En insérant (r|¢(t)) = ¥4 (r,t)|x+(r)) dans ’équation de Schrédinger et en projetant sur
|x+(r)), nous obtenons

2m

- .,
Zﬁ%¢+(r’t) - <(PMA) TV ? + Qeﬁ¢> ¥y (r,1) (4.10)

ou ( est la fréquence de Rabi donnée par ’équation | , V est un potentiel n’agissant pas sur la
dynamique interne de ’atome et ot

, h
et A(r) = ih{x+|Vx+) = 5(0059 —1)Va (4.11)

1. En effet, le calcul du gradient de (x+|xs) = 0 donne
0= V{x£lxs)
= (Vxxlxs) + (x=VxF)
ce qui implique bien (Vx+|xx) = —(x+|VxF)-
2. En effet, comme les états |x+) sont normés, nous avons
0= V{x£lx+)
= (Vxxlxs) + (x| Vxx)-

Or (Vx+|x+)* = (x+£|Vx+), ce qui implique (Vx+|x+) = —(x+|Vx+)* et montre bien que (Vx+|x+) est imaginaire
pur.

3. Une discussion plus compléte de la validité de "approximation adiabatique dans le cas ou le mouvement global de
Patome est traité de maniére classique peut étre trouvée dans les références [22}27].
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et

2 , R
gefip(r) = %|<X—\VX+>| = 3m

Tout se passe comme si l'atome avait acquis une charge électrique effective gog. Dans la suite, nous
choisissons la valeur de cette charge artificielle gog égale & 'unité, hormis dans les figures, ou cette

charge effective sera prise égale & la charge élémentaire |e| afin de faciliter la comparaison avec des
champs électromagnétiques agissant sur des ions. Le champ magnétique artificiel associé au potentiel

vecteur (4.11)) est donné par

[(V0)? +sin* 0(Va)?] . (4.12)

B(r) =V xA= gV(cos 0) x Va. (4.13)

Ce champ magnétique artificiel est non-nul lorsque les gradients des angles 6 et a ne sont pas co-
linéaires. Dans cette situation, le mouvement de ’atome correspond & celui d’une particule chargée
plongée dans un champ magnétique. Si B # 0, il est impossible d’éliminer le potentiel vecteur A au
moyen d’une transformation de jauge [22]. Les potentiels vecteur et scalaire que nous avons obtenus
sont également appelés potentiels géométriques car ils ne dépendent que de la variation spatiale des
angles de phase « et de mélange 6 [22]. Notons que nous pourrions choisir comme état interne initial
|x—) au lieu de l’état |x4), ce qui conduirait au méme résultat, au signe prés, pour le potentiel vec-
teur [22]. Notons que les variations spatiales des angles 6 et « proviennent soit de la variation spatiale
du désaccord en fréquence 9§, soit de la variation spatiale de la fréquence de Rabi €.

Nous pouvons également calculer les potentiels de jauge artificiels & partir des vecteurs propres
de ’hamiltonien interne Hzniv exprimés en fonction de 0 et € tels que donnés par ’expression .
Posons Q = |[Q(r)|e’? ou la phase ¢ est considérée constante. Si 'atome suit adiabatiquement 1’état
interne |x+(r)), en appliquant le méme raisonnement que précédemment, nous obtenons les potentiels
de jauge artificiels

_ Rk §(r)
Ai(r)= 5 (1:& 6(r)2+|Q(r)|2>

oo P kPR (@) V)| + Q)| Vo(r)])?
=5 <5(r)2 e (6(r)? + Q(r)[2)* ) '

Remarquons que les potentiels scalaires sont identiques dans les deux cas. Les champs magnétiques
artificiels associés a ces potentiels vecteurs sont donnés par

AQ)|(|2r)|V(r) — 6(r)V|Q(r
B () - (£ 2CUOEITI0) 9070 )

Si d(r) = dp et Q(r) = Qp avec §p et Qg constants, nous obtenons un champ magnétique artificiel
strictement nul car le potentiel vecteur, bien que non nul, est constant. De tels potentiels de jauge
artificiels peuvent étre générés en utilisant, par exemple, des atomes alcalins et des faisceaux lasers
gaussiens.

(4.14)

Origine physique des potentiels de jauge artificiels

Donnons une interprétation physique aux potentiels vecteur et scalaire artificiels. Dans le cas ou
la dynamique du centre de masse est traitée de maniére classique, le potentiel scalaire ¢ peut étre
interprété comme 1’énergie cinétique associée au micro-mouvement rapide de ’atome lorsqu’il absorbe
ou émet des photons au cours de son évolution adiabatique [27]. De méme, le terme (P — A)2/2m
correspond a ’énergie cinétique de mouvement lent du centre de masse de I’atome [27]. De plus, le
potentiel vecteur artificiel A est directement relié & la phase de Berry « au travers des équations
et dans lesquelles [n) — |x+). Nous voyons en effet que le potentiel vecteur artificiel que nous
venons de calculer est de la méme forme que ’équation [22].

Une autre maniére d’interpréter les potentiels de jauge artificiels consiste & remarquer que le
potentiel vecteur artificiel peut s’écrire

A (r) = ih(x|Vxe) = —(x£[Plxs) = —(P)y.. (4.16)
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L’équation montre que A 4 (r) est simplement la valeur moyenne de ’opérateur impulsion évaluée
dans l'état interne |x+(r)), ce qui confirme linterprétation de 'expression (P — A+)%/2m en tant
qu’énergie cinétique du mouvement lent du centre de masse. Par ailleurs, si nous calculons la variance
de I'opérateur impulsion P dans Pétat interne | (r)), nous obtenons

(AP)Y, = (P?), —(P)},
= (x+P?|x4) = (x2[Plxa)?
= (e [Phxs) (xx Plxe) + (e Plhxe) (e Plxe) — (e [Plxe)’ (4.17)
= |(xx [Plxs)”
= 1?|(xxVx)|?

= 2mo+

ol le passage de la deuxiéme a la troisiéme ligne se fait en insérant la relation de fermeture entre les
opérateurs impulsions. En conséquence, ¢4 = (Af’)fC . /2m, ce qui montre que l'origine du potentiel
scalaire se trouve dans les fluctuations de I'impulsion autour de la valeur moyenne et corrobore l'inter-
prétation de ce potentiel comme ’énergie cinétique associée au micro-mouvement rapide de ’atome
da & son interaction avec le faisceau laser.

Exemples

A titre d’exemple, considérons un faisceau laser monochromatique se propageant dans la direction
e., de vecteur d’onde k;, = (k,0,0) avec k, = 27/Ap et Ar la longueur d’onde du laser, possédant
un profil gaussien dans la direction e, de waist w et homogéne dans la direction e, [22]|. Dans cette
situation, le désaccord en fréquence est constant et la dépendance spatiale de la fréquence de Rabi
est donnée par |Q(y)| = Qexp(—y?/w?). Les potentiels scalaires et vecteurs artificiels associés a
cette configuration sont illustrés respectivement sur les figures f.1(a)] et [l.1(c)| Le champ magnétique
artificiel est dirigé selon e, et son intensité vaut

hky |€2(y)|0

Bi(y) = w w (02 + Qg2

(4.18)

La figure représente le profil spatial des champs magnétiques artificiels BL. Lorsque g = 9,
Iordre de grandeur du produit du champ magnétique artificiel par la charge électrique artificielle est
donné par fik/w. Pour un faisceau laser de longueur d’onde de quelques centaines de nm, de waist
d’une centaine de pm, et pour une charge électrique artificielle égale & la charge élémentaire |e|, nous
obtenons un champ magnétique artificiel dont Iintensité est de I'ordre de 10~# T (voir figure .
Remarquons que lorsque le rapport 29/ augmente, la valeur maximale du champ magnétique artificiel
augmente, ce qui permet d’atteindre des valeurs de champ magnétique artificiel importantes, mais dans
une région de l’espace qui devient de plus en plus petite [22].

Déterminons les densités de charge et de courant électrique qui donneraient lieu & des potentiels
identiques aux potentiels de jauge artificiels . Dans ce but, insérons 1’expression du champ
électrique en fonction des potentiels de jauge dans la loi de Gauss . Comme les potentiels de jauge
que nous considérons sont indépendants du temps, nous obtenons

p=—€eAd (4.19)

ol €y est la permittivité du vide et ¢ le potentiel scalaire. La figure représente la densité de
charge qui engendrerait un potentiel scalaire identique a ¢(*). Comme le profil spatial du faisceau
laser ne dépend que de la coordonnée y, il en est de méme pour ¢(+) et les densités de charge p(+)
sont proportionnelles & 'opposé de la dérivée seconde de ces potentiels.

Afin d’obtenir I'expression de la densité de courant qui engendrerai des potentiels vecteurs iden-
tiques aux potentiels vecteurs artificiels, introduisons l’expression du champ magnétique en
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fonction du potentiel vecteur dans la loi d’Ampére ([1.3) pour des champs stationnaires,

VX(VxA)=puj < V(V-A)—AA=pj (4.20)
Y plpC/m’]
A A
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FI1GURE 4.1 — Champs de jauge artificiels résultant de 'interaction d’un atome & deux niveaux avec un
faisceau laser de longueur d’onde A\, = 296 nm se propageant dans la direction e,, de profil gaussien
dans la direction e, (w = 130 pm, Q/27 = 260 MHz) et homogéne selon e, en fonction de la coor-
donnée y. Le désaccord en fréquence est homogene et est choisi égal & 10 MHz. (a) Potentiels scalaires
artificiels. (b) Densités de charge électrique qui engendreraient de tels potentiels scalaires. (¢) Com-
posantes selon e, des potentiels vecteurs artificiels. (d) Composantes selon e, des densités de courant
qui engendreraient de tels potentiels vecteurs. (e¢) Composantes selon e, des champs magnétiques
artificiels. Le waist w du faisceau gaussien est indiqué sur les différents graphiques.
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ol yg est la perméabilité du vide. Dans la jauge de Coulomb (V - A = 0), nous obtenons ainsi

_AA

- (4.21)

J =
Pour le faisceau gaussien considéré précédemment, la divergence des potentiels vecteurs artificiels est
nulle et les densités de courant qui donneraient lieu & ces potentiels vecteurs sont proportionnelles au
vecteur d’onde du laser et ont pour expression

o2 [5e2y2/w2 (4y® — w?) — (242 + wQ)Q%}
iFy) ==+ k. (4.22)

pow* (52e2° /07 1 O2) /52 + QBe 2wt "

Ces densités de courant sont représentées sur la figure De nouveau, le laplacien du potentiel
vecteur artificiel se réduit, dans ce cas, & une dérivée seconde par rapport & y. L’effet du faisceau laser
peut s’interpréter comme provenant de densités de charge et de courant artificielles , sources des
potentiels de jauge artificiels ressentis par ’atome qui a ainsi acquis une charge effective.

4.2.2 Atomes a 3 niveaux

Intéressons-nous aux champs de jauge artificiels résultant de 'interaction d’atomes & trois niveaux
en configuration A avec deux faisceaux lasers. L’hamiltonien global de ’atome s’écrit

N R N
H= ( + V) @ 1™ + 1% ® Hpiy (4.23)
2m

ot V est un potentiel n’agissant pas sur la dynamique interne de ’atome et H'g,niv, donné par I’équa-
tion (3.58), décrit la dynamique interne de 'atome[f] [22]. Les fréquences de Rabi ; et Q intervenant
dans Hjs,;, et définies par ’équation l) peuvent en toute généralité varier dans l'espace et dans
le temps. Comme nous l'avons vu, les états propres de Hs,;, sont donnés par les expressions (D
et (3.60). De maniére similaire au cas d’un atome & deux niveaux, la fonction d’onde totale de ’atome
peut toujours s’écrire

(o) = D ¥(r,)]i(r)). (4.24)

j=D,+

ot les fonctions d’onde );(r, t) décrivent le mouvement global de ’atome lorsqu’il se trouve dans I’état
interne |j(r)) (j = D,=+) [22]. Si nous supposons l’atome initialement dans I’état sombreEl, et sous
les conditions d’applicabilité du théoréme adiabatique, I’état global du systéme au temps ¢ est donné
par (r|y(t)) = ¥p(r,t)|D(r)), les états |£) n’étant jamais peuplés. En injectant cette expression dans
l’équation de Schrodinger, en projetant sur |D) et en utilisant la définition de ’état couplé |B) donné
par ’équation , nous obtenons ’équation décrivant I’évolution de ¢p [22]

m%%(r, t) = (W +V 4+ ¢) Up(r,t) (4.25)
avec
A(r) = ih(D|VD) et ¢(r) = ;—m|<B\VD>\2. (4.26)

De maniére similaire au cas d’un atome & deux niveaux, les potentiels de jauge A et ¢ émergent de
Pélimination adiabatique des états |4) et proviennent de la variation spatiale de I’état sombre.

4. Nous nous limitons ici au cas oul les désaccords en fréquence J; et d2 sont nuls.
5. D’un point de vue expérimental, I’état sombre |D) présente ’avantage de ne contenir aucune composante de 1’état
excité |e) et permet pour cette raison de s’affranchir du probléme de ’émission spontanée.
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Plusieurs configurations expérimentales utilisant des atomes & trois niveaux ont été proposées. 11
est ainsi possible de générer des champs de jauge artificiels au moyen de faisceaux lasers possédant un
moment angulaire orbital [29,39]. Une autre méthode consiste a utiliser des faisceaux lasers gaussiens se
propageant en sens opposeés selon le méme axe mais décalés spatialement I'un par rapport a autre [22]
30]. Ilustrons cette situation dans le cas de deux faisceaux lasers se propageant en sens opposés selon
e, et possédant chacun un profil gaussien de waist w selon e, et homogéne selon e,. Les maxima des
deux profils gaussiens sont séparés d’une distance 2a. Les désaccords en fréquence sont choisis nuls.
Supposons également que les niveaux |g;) et |g2) ont des énergies trés proches, ce qui permet de poser
|kr,| =~ |kp,| = k. Les fréquences de Rabi des deux lasers valent dans ce cas

Qi(r) = QoeFihrre=wxa)®/w® 1 9 (4.27)
En appliquant les formules (4.26]) pour calculer les potentiels vecteur et scalaire, nous obtenons

A(r) = kg tanh (fjf) et ¢(r>:h2<4a2+kgw4> LI (4.28)

2m cosh? ( ‘t:)’—;? )

Ces potentiels de jauge sont illustrés sur les figures [£.2(a)| et [£.2(c)] Le champ magnétique artificiel
associé a ce potentiel vecteur, illustré sur la figure [4.2(e)] est dirigé selon e, et vaut [22]

- 4hk‘LCL 1
o w? cosh2(fg—2y)

B(r) e.. (4.29)

Il présente un maximum By, = 4hkra/w? en y = 0. Pour une longeur d’onde des lasers de 'ordre de
quelques centaines de nm, un waist d’une centaine de microns et a de ’ordre d’une dizaine de microns,
nous obtenons une valeur maximale du champ magnétique artificiel dont Deffet est équivalent & celui
d’un champ magnétique réel de 10~* T appliqué sur une particule ayant la méme charge que I’électron.

Pour des systémes atomiques & trois niveaux, nous pouvons également évaluer les densités de
courant et de charge électrique qui produiraient des potentiels scalaire et vecteur identiques & ceux
provenant de I’évolution adiabatique de ’état sombre |D). La densité de charge peut étre calculée a
partir de ’équation dans laquelle nous insérons I’expression du potentiel scalaire artificiel .
Comme la fréquence de Rabi ne dépend que de la coordonnée y, le laplacien se raméne a la dérivée
seconde et nous obtenons

 16eoh’a” (4a® + kiw?) (1 - 2sinh’(4day/w?))

muws cosh? (4ay /w?)

p(y) (4.30)

Cette densité de charge est illustrée sur la figure Etablissons I’expression de la densité de courant
qui engendrerait le potentiel vecteur (4.28)). La divergence de ce potentiel est nulle. En utilisant les

équations (4.21) et (4.28), nous obtenons
i(y) = 32ha? tanh(4ay/w?)
W pow* cosh®(4ay/w?)

(4.31)

La figure 4.2(d)| représente la composante selon e, de cette densité de courant. Remarquons que de
maniére similaire au cas des atomes a deux niveaux, la densité de courant est directement proportion-
nelle au vecteur d’onde des faisceaux lasers. Bien que les profils des densités de charge et de courant
que nous venons d’établir ne soient pas identiques & celui des faisceaux lasers, nous pouvons donner
une interprétation de l'action des champs lasers sur la dynamique atomique. Les champs lasers peuvent
étre considérés comme la source de densités de charge et de courant électrique artificielles données
par les expressions et . Ces densités de charge et de courant artificielles générent des
potentiels de jauge artificiels agissant sur la dynamique atomique de maniére strictement identique a
des potentiels de jauge réels.
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FIGURE 4.2 — Champ et potentiels de jauge artificiels résultant de l'interaction d’un atome & trois
niveaux en configuration A avec deux faisceaux lasers gaussiens (w = 130 um, Qy = 260 MHz et
AL = 296 nm) se propageant dans la direction e, en sens opposés et décalés selon e, d’une distance
2a = 100 pm, en fonction de y. Les désaccords en fréquence d; et do sont choisis nuls. (a) Potentiel
scalaire artificiel. (b) Densité de charge électrique qui engendrerait un tel potentiel scalaire. (¢) Com-
posante selon e, du potentiel vecteur artificiel. (d) Composante selon e, de la densité de courant qui
engendrerait un tel potentiel vecteur. (e) Composante selon e, du champ magnétique artificiel. La
position des lasers est représentée par des lignes verticales en traits discontinus, et le waist des lasers
par des lignes verticales pointillées.
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4.2.3 Cas général

Il est possible de généraliser ’analyse aboutissant & ’obtention de potentiels de jauge artificiels &
des systémes composés d’un nombre arbitraire de niveaux. Considérons un systéme possédant N de-
grés de liberté internes, typiquement un atome & N niveaux, plongé dans des faisceaux lasers. Comme
précédemment, 'interaction entre la lumiére et les atomes est traitée de maniére semi-classique. Les
états propres {|j(r)),j = 1,..., N} d’énergies propres E;(r) associés & ’hamiltonien décrivant la dyna-
mique interne de 'atome couplé & la lumiére forment une base orthonormée de ’espace d’Hilbert & N
dimensions associé a cette dynamique interne [27]. L’équation de Schrédinger décrivant complétement
la dynamique de ’atome s’écrit

m%wa» = KPZ + V) ® 1™ + 1% @ Hy | [¥(t)) (4.32)

2m

avec

N
Hy = ZEj(r)lj(r)><j(r)l- (4.33)

L’état global du systéme s’écrit en représentation des positions
N
(rl(t)) =D W (x, )] (r)) (4.34)
j=1

ou les fonctions d’onde ;(r,t) décrivent le mouvement du centre de masse de l’atome. Supposons
que P’atome se trouve initialement dans I’état |1(r)) et que cet état est bien séparé des autres états
propres de maniére a éviter les croisements de niveaux lorsque ’atome suit adiabatiquement cet état
interne. De plus, considérons que ’atome se déplace suffisamment lentement pour que le théoréme
adiabatique soit d’application. Dans cette situation, ’atome reste dans ’état interne |1(r)) et I’état
global de I’atome est donné a tout instant par (r|¢)(r,t)) = 11 (r,t)|1(r)) ot I'énergie F1(r) joue le role
d’énergie potentielle pour le mouvement du centre de masse de l’atome [27]. De plus, si nous injectons
Pexpression de (r|¢(r,t)) dans ’équation de Schrédinger, nous obtenons un hamiltonien effectif pour
le mouvement du centre de masse de 'atome [27]

Heg = % +V+ ¢+ Eir) (4.35)
A(r) = in(1(r)|V1(r)) (4.36)
et 12
o(r) = o - D (1) Vi) (4.37)
J#1

L’expression ainsi obtenue pour les potentiels de jauge artificiels généralise bien les expressions obte-
nues précédemment. L’interprétation des potentiels scalaire et vecteur artificiels proposée dans le cas
d’atomes ne possédant que deux niveaux internes reste valide dans le cas général.

4.2.4 Champs de jauge artificiels non-abéliens

Jusqu’a présent, nous avons montré qu’il était possible de créer, grace a l'interaction entre la
lumiére et des atomes, des champs de jauge artificiels qui ont la méme forme que ceux décrivant le
champ électromagnétique. Il est également possible de générer des champs de jauge non-abéliens en
utilisant le méme principe [22}34,40].

Considérons un atome possédant N niveaux internes couplés a des champs lasers. Comme nous
I’avons vu, sa dynamique interne peut étre décrite par I’hamiltonien Hy donné par 'équation
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qui a pour états propres les états habillés {|j(r)),j = 1,..., N+1} d’énergies propres E;(r). La fonction
d’onde globale de ’atome est quant a elle donnée par I’équation (4.34).

Si un ensemble d’états habilles {|1(r)), ..., |¢(r))} (¢ < N) est dégénéré pour toute valeur du para-
métre r, c’est-a-dire en tout point de ’espace, et que le systéme suit adiabatiquement une combinaison
linéaire de ces états dégénérés, ’élimination adiabatique des autres états conduit & des potentiels de
jauge non-abéliens [22}|40]. Plus précisément, supposons que les g premiéres énergies propres forment
un sous-espace dégénéré &, et que l'atome est initialement préparé dans un état appartenant a ce
sous-espace. Si, de plus, I'atome se déplace suffisamment lentement pour que le théoréme adiabatique
soit d’application, I’état interne de I’atome restera dans &, = {|1(r)), ..., |¢(r))}. En projetant I’équa-
tion de Schrodinger sur ce sous-espace, nous obtenons I’équation d’évolution pour le vecteur
colonne & ¢ dimensions W = (11, ...¢0,)T [22,40]

L 0U(r,t)
ih ET

P — A(r))? P
= <( 2m( ) +(V+E(r)1, + <I>(r)> U(r,t) (4.38)
avec 1, la matrice identité dans I'espace &,, E(r) ’énergie propre commune des états dégénérés |j(r)),
j=1,...,q et V une fonction scalaire décrivant un éventuel potentiel n’agissant pas sur la dynamique
interne. Contrairement au cas o nous suivions adiabatiquement un seul état, les potentiels vecteur et
scalaire A(r) et ®(r) sont maintenant des matrices g x ¢. Les éléments de ces matrices valent [22440]

A(r)ym = th(n(r)|Vm(r)) (4.39)
et
2 X
a() = S0 3 () VI Vm(r) (4.40)
l=q+1
avec n, m € (1,...,q). Remarquons que les états {[1),...,|q)} étant dégénérés, toutes les bases gé-
nérées par une tranformation unitaire U appliquée sur les états {|1),...,|q)} sont équivalentes. Une

transformation unitaire locale U(r) sur 'état du systéme ¥,
U — U(r)?, (4.41)

correspond sur les potentiels (A,®) & une transformation de la forme (1.41)), ce qui donne a ces
potentiels la signification de potentiels de jauge [40|. Le champ magnétique associé au potentiel vecteur
A(r) a pour composantes

B; = %Eilekl (4.42)
avec )
i

F = 0L A; — 0/Ay, + ﬁ[AlwAl]- (4.43)

Notons que le terme (e;x;[Ag, A;])/2 n’est en général pas nul car les composantes vectorielles de A
ne commutent pas nécessairement, ce qui a pour conséquence que B peut étre non-nul méme pour
un potentiel scalaire uniforme dans l’espace [22]. Cette propriété est une conséquence du caractére
non-abélien du champ de jauge.

4.2.5 Premiére réalisation expérimentale

Une équipe de chercheurs a récemment réussi a produire expérimentalement des champs de jauge
artificiels sur des atomes de rubidium 87 [31}33|. Cette expérience consiste a plonger un condensat de
Bose-Einstein formé d’atomes de 8”Rb dans 1’é¢tat fondamental 55; s2F =1 dans deux faisceaux lasers
Raman se propageant dans la direction e, mais en sens opposés. Un des lasers a une fréquence wy,
et est polarisé linéairement selon e,. Cette polarisation peut étre décomposée comme une somme des
polarisations o et o~. Le second faisceau laser est polarisé linéairement selon e, et sa fréquence vaut
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wr+Awy. Le condensat est également placé dans un champ magnétique By orienté selon e, qui produit
un décalage des niveaux dii a 'effet Zeeman valant gupmpBg = hw, ot g est le facteur de Landé, up
le magnéton de Bohr et m g le nombre quantique magnétique tel que FZ|F, mp) = hmp|F,mp) avec
F., la composante selon e, du moment cinétique total de l’atome [31]. L’effet de ces deux faisceaux
lasers est de coupler par une transition Raman les états |mp, k). Seuls les états dont la différence
de moment angulaire est égale & /i (c’est-d~-dire Amp = +1) sont couplés. L’impulsion fik, de ces
états différe de 2hikr ou hkr = h/A est 'impulsion de recul associée a ’absorption ou I’émission d’un
photon de longueur d’onde . Au final, seuls les trois états {| — 1, k, + 2kr), [0, ky), | + 1, k; — 2kg)}
labellés par le vecteur d’onde k, de quasi—impulsionlﬂ sont couplés par les lasers Raman [31]. Comme
le transfert d’impulsion lors de ’absorption ou la réémission de photons se déroule uniquement selon
e,, ’hamiltonien & une particule peut s’écrire

+V(r)| @i (4.44)

2m

L. . th(kgmg)

avec V(r) le potentiel de piégeage des atomes, 1™ 1'opérateur identité dans Iespace de spins, m la
masse de I'atome et oit H; est I'hamiltonien décrivant le mouvement dans la direction e, ainsi que le
couplage Raman entre les différents niveaux mp = —1,0 et 1. Aprés avoir effectué "approximation de
'onde tournante, ’hamiltonien H; s’exprime dans la base {| — 1, k, + 2kg), [0, ko), | + 1, kz — 2kg)}
par [31,41]

o S (ky + 2kg)? — 6 2a 0
Hi(k,)=h e k2 —e S (4.45)
0 S o (kg — 2kR)? + 0

avec 6 = Awyp — w, le désaccord en fréquence par rapport a la résonance de la transition & deux
photons, Qg la fréquence de Rabi de la transition Raman et € le décalage Zeeman quadratique.

Bien que dans la situation que nous décrivons I'’émergence de potentiels de jauge artificiels provient
de la variation spatiale des états habillés (états propres de H,(k,)), nous utiliserons ici une maniére
différente de voir les choses. Pour chaque valeur de km, il est possible de calculer les énergies propres
Ej(k;) ( = 1,2,3) de ’hamiltonien [, (k,). L’energie E;(k,) correspond a la relation de dispersion
d’un atome se trouvant dans I’état habillé |j). Notons que ces relations de dispersion dépendent des
parametres expérimentaux 6, (g et €, ce qui a pour conséquence que le nombre de minima et leurs
positions kmm peuvent étre modulés expérimentalement [31]. Par analogie avec ’hamiltonien
d’une particule plongée dans des champs électromagnétiques, le potentiel de jauge artificiel émerge en
prenant l’expansion des énergies propres EJ(I::E) autour d’un minimum

oo

2meff

oll meg est la masse effective et ol kpyi, = Goft A/l avec gosr la charge effective et A, le potentiel de
jauge artificiel [31]. Dans la situation que nous venons de considérer, cela conduit & un potentiel vecteur
artificiel homogéne aux alentours de l’origine, dont les champs électrique et magnétique associés sont
nuls 31].

Au moyen d’un dispositif similaire, il est possible de produire un potentiel vecteur artificiel variable
dans I’espace. Dans cet objectif, il suffit de rendre le désaccord en fréquence § dépendant de la position
r en utilisant un champ magnétique réel de la forme B = By + b’(y) de maniére a générer un décalage
Zeeman des niveaux variable dans ’espace. Cette configuration conduit & un champ magnétique artifi-
ciel constant [33]. De méme, si le désaccord en fréquence change au cours du temps, le potentiel vecteur
artificiel dépendra également du temps, ce qui permet de générer un champ électrique artificiel [32].

6. La quasi-impulsion est définie comme 'impulsion modulo 2ikg.



Chapitre 5

Champs de jauge artificiels pour deux
atomes indépendants

Dans ce chapitre et le chapitre[7] nous étudions la génération de potentiels de jauge artificiels dans
des systémes & deux atomes, induits par I’évolution adiabatique d’états habillés. Nous nous focalisons
sur cette configuration car elle n’a jamais été étudiée auparavant et a 'avantage de présenter des
solutions analytiques. De plus, les technologies actuelles la rendent accessible & I'expérience. Dans ce
chapitre, nous nous intéressons plus particuliérement au cas de deux atomes a deux niveaux indépen-
dants. Les résultats obtenus serviront de point de comparaison par la suite. Dans le chapitre [7} nous
analyserons la méme situation pour deux atomes avec interaction dipolaire électrique.

Comme nous ’avons vu précédemment, ’état interne d’un atome & deux niveaux en interaction
avec un champ laser est décrit dans I’approximation dipolaire électrique par I’hamiltonien ﬁgniv, dont
la représentation dans la base des états non couplés {|e), |g)} est donnée par 'expression (3.40). La
dynamique interne du systéme constitué de deux atomes & deux niveaux indépendants, a et b, en
interaction avec un champ laser de pulsation wy, et de vecteur d’onde kj, est décrite par ’hamiltonien

I:Iind = -H2niv,a ® ]Al};nt + ﬁ_ilnt ® ﬁ2niv,b (51)

ol ﬂi;t (o = a,b) est 'opérateur identité agissant sur ’espace des états internes de la particule «. En
notation matricielle et dans la base des états non couplés {|ee), leg), |ge), |gg>}E|, nous avons

_5(1 _ 61) QbeikL'I‘b QaeikL-ra O
S h| Qe 5, 45, 0 Qeikr e
Hina = 5 Q:;e_ikL'ra 0 S0 — O QbeikL-rb (5~2)
0 Qge_ikL'r“ Qge_ikL'” Oq + 0p
ou Q, = Qra), 0o = 6(r,) et ou r, est la position de I'atome a que nous traitons comme un

paramétre. Les énergies et états propres de ’hamiltonien ﬁind se déduisent directement des énergies
E et des états propres |x+) de Hopiy (c.f. éq. ),

Eij (I‘a,l'b) = Ei(ra) + Ej (I‘b) (53)
de vecteur propre
Xij(Tas b)) = [Xi(Ta))a ® |X;(T6))b- (5.4)
oui,j = =+.
De maniére similaire aux résultats obtenus dans la section montrons comment 1’évolution
adiabatique de I’état interne des deux atomes conduit & des potentiels de jauge artificiels. Dans ce

1. La notation |eg) signifie |€)q & |g)s
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but, considérons ’hamiltonien global du systéme & deux atomes, c’est-a-dire ’hamiltonien décrivant
le mouvement spatial des atomes ainsi que leur dynamique interne. Nous avons

X Pz . . Pz SO . X
H= (27; R1FT + 1 © Tnfb + V) RIM @I + 19 @ 15 ® Hing (5.5)

a

ot P, est I'opérateur impulsion de 'atome « (Pa = hV,_ /i en représentation des coordonnées), r,
est la position de 'atome «, V est un potentiel quelconque n’agissant pas sur la dynamique interne
des atomes et oul ]1‘;’“ est l'opérateur identité dans ’espace d’Hilbert des fonctions d’onde décrivant le
mouvement global des atomes. L’état global du systéme est donné par

<raaerJ Z wzj Ty, Ty, )|X1j(ra»rb)> (5.6)

i,j=%

ou les fonctions d’onde ;;(rq, 1, t) décrivent le mouvement global des atomes.

Supposons que les atomes se trouvent initialement dans I’état propre interne |x;;(rq,rp)) =
Ixi(ra)) @ |x;(rp)) et se déplacent suffisamment lentement pour étre dans les conditions d’applica-
bilité du théoréme adiabatique. Dans ce cas, le systéme reste dans I’état interne séparable |x;;(rq,rs))
et ’état global du systéme est (rq,rs[t(t)) = 1i;(re,rs,t)|Xij(ra,rs)). En injectant cette expression
dans 1’équation de Schrodinger avec ’hamiltonien et en projetant sur I'état |y;j(rq,Tp)), nous
obtenons

(f)a _ A((li)>2 . (Pb _ Al()j))2
2mg, 2my

8 . . A~
B i (Xa, 10, 1) = < + ¢ + o9 + T + Ez‘j) Yij(ra,Te, 1) (5.7)

avec les potentiels de jauges artificiels

AWV (r,) = 1A(Xij 1V eo Xii) = tA{Xi| Vi, Xi)a
AP (1) = (x5 Ve Xi7) = 150X Ve X3 )0

) h2
0 (ra) = 5 — D [0oul Ve xig) [* = 7Z| (Xk| Ve, Xi)al® (5.8)
@ ki#ij
((,j)(rb) - Tb Z | Xkl|VI‘lej - 72 XZ|VI‘1,XJ |
kl#ij

ou i,j,k,l = +. Remarquons que pour deux atomes indépendants, les potentiels de jauge artifi-
ciels sont identiques & ceux obtenus pour un seul atome. Ces potentiels de jauge artificiels sont
donnés explicitement par ’expression évaluée a la position r, de ’atome «. Les champs ma-
gnétiques artificiels sont quant & eux donnés par ’expression

B, = V.. x Aq(ra). (5.9)

Dans le cas de deux atomes indépendants, les champs magnétiques artificiels sont donnés par 1’équa-
tion évaluée a la position r, de 'atome «. Dans la situation particuliére o deux atomes sont
soumis & un champ laser se propageant dans la direction e, de désaccord en fréquence constant et
homogeéne (§, = d, = J), mais dont la fréquence de Rabi présente un profil gaussien dans la direction
ey, les deux atomes ressentent, en fonction de I’état interne dans lequel ils se trouvent, un champ ma-
gnétique artificiel dirigé dans la direction e, dont l'intensité est donnée par ’expression évaluée
en ry.



Chapitre 6

Interactions dipolaires électriques
entre deux atomes

Comme nous venons de le voir au chapitre précédent, les champs de jauge artificiels générés par
I’évolution adiabatique de systémes a deux atomes indépendants plongés dans des champs lasers sont
identiques & ceux obtenus en ne considérant qu’un seul atome. En réalité, les atomes ne sont jamais
totalement indépendants et interagissent entre eux. L’objet du chapitre [7] est d’étudier I'influence des
interactions entre atomes sur les potentiels de jauge artificiels. Dans ce but, nous allons nous focaliser
sur les interactions dipolaires électriques entre atomes et plus particuliérement lorsque ceux-ci sont
dans des états de Rydberg. L’expression du décalage en énergie des états de Rydberg provenant des
interactions dipolaires entre atomes fait objet de la section [6.1] Dans la section [6.2} nous discutons
du phénoméne de blocage dipolaire dans le cas de deux atomes & deux niveaux et nous proposons un
hamiltonien effectif permettant d’en rendre compte.

6.1 Interaction dipolaire entre atomes de Rydberg

Un état de Rydberg est un état atomique de nombre quantique principal n trés élevé (typiquement
n ~ 50). Nous considérons un systéme composé de deux atomes identiques & deux niveaux dont I’état
excité est un état de Rydberg. De part I’éloignement important de 1’électron excité par rapport au
noyau, les états de Rydberg ont ’avantage de présenter des moments dipolaires électriques importants.
La taille d'un atome dans un état de Rydberg est de I'ordre de n2ag oil n est le nombre quantique
principal de ’état de Rydberg et ot ag = 0.529 Aestle rayon de Bohr (n%ag ~ 1 ym pour n ~ 50) [42].
Dans la suite, nous considérons des distances interatomiques d’un ordre de grandeur supérieur a la
taille des atomes de Rydberg de maniere a éviter le recouvrement des fonctions d’onde des électrons des
deux atomes. Dans cette situation, I’interaction dipolaire électrique constitue 'interaction dominante
entre atomes [42].

L’opérateur associé au potentiel d’interaction dipolaire électrique entre deux atomes a et b est

donné par [42-44]
s (da dy  (da-fap)(ds rab>> (6.1)

dmeg \ [Fap|® 3|Ean]®
avec ry, = r,—ry la distance entre atomes, Ela = ef, (@ = a,b) opérateur moment dipolaire électrique
de 'atome « avec e < 0 la charge de ’électron et r, 'opérateur position de 1’électron excité vers un
état de Rydberg par rapport au noyau de I’atome auquel il appartient. Ce potentiel d’interaction
a pour effet de décaler les niveaux d’énergie du systéme a deux atomes. Nous considérons ici une
situation ou les deux atomes sont soumis & un seul champ laser capable de les exciter vers un méme
état de Rydberg. Dans ce cas, lorsque les atomes sont suffisamment éloignés afin de pouvoir négliger
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I'interaction dipolaire, I’état du systéme doublement excité est de la forme |n,l, j,m;)q ® 1,1, 5, m;)p
ou les différents états |n,l, j,m;) sont les états internes de structure fine d’un atome isolé et peuvent
étre calculés par la théorie des défauts quantiques [42]. Le potentiel d’interaction Vi_q a pour effet
d’induire des transitions entre I'état |n, [, j, m;)q ®|n, 1, j,m;)p et d’autres états excités & deux atomes.
Bien qu’une infinité de transitions soient possibles, en pratique, quelques-unes seulement contribuent
de maniére significative au décalage des niveaux d’énergie [42}44].

Considérons le cas ot seuls les états |n, [, j,m;)q ® [0, 1, j,m;)p, [0/, 1, 5", m5) 0 @[, 1", §",mT)y et
|TL//, ", m;/>a ® |n/7 v, m;>b avec un défaut d’énergie A = Enpjr+ Epryrjin — 2By contribuentl]
Ces niveaux d’énergie, ainsi que les transitions possibles, sont représentés sur la figure[6.1] Le but étant

E
A
ol
By Ao o ‘n X +J 77nj>
[n, 1,4, m;)
En,lj —— ‘ ' » J
é A A
L]
2A 4
Bwey = Bowyr | \ AU A IR N,
2
\71” 7l m”)
B 1( 1( AR
T A4 A4
Atome a Atome b Atome a Atome b

FIGURE 6.1 — Structure des niveaux d’énergie des états de Rydberg [n,l,j,m;), [n',l',j',m}) et
[n', 1", 5", mf). Sile défaut en énergie A est faible, seules les transitions |n, 1, j,m;)a ® |n, 1, j,m;)p <
|nl7 l/a jlv m;’>a®|n”a l//7j”a m;'/>b et |n7 l)ja m]>a®|na lvj) m]>b AN |n//a l//7j”a m;'/>a®|n/7 l/7j/a m;>b contri-
buent de maniére significative.

de calculer le décalage en énergie AV de I’état doublement excité dt a 'interaction avec les niveaux
voisins, nous ne discuterons pas du transfert de population entre les différents états de Rydberg. Afin
de calculer ce décalage en énergie, il est nécessaire d’évaluer tous les élements de matrice (A|Vy_q|B)
avec |A) et |B) choisis parmis les trois états & deux atomes considérés [42L[43]. Le décalage en énergie
est donné par les valeurs propres de la matrice 3 x 3 ainsi obtenue et présente deux régimes distincts.
Lorsque le défaut d’énergie A est grand, le systéme est dans le régime de van der Waals caractérisé
par un décalage en énergie [42,43|

C
hVVdW(rab) = hTﬁ (62)

Tab
ou Cg est une constante réelle. Notons que ce résultat peut étre obtenu en utilisant la théorie des
perturbations au second ordre [44]. Dans le cas ou le défaut d’énergie A est nul, le systéme se trouve

1. Les états avec un défaut d’énergie faible contribuent majoritairement au décalage en énergie |44]. Si la transition
nlj+nlj <> n'l'j’ +n"1"j" est quasi-résonante, les états du type |n,l, 5, m;)a ® [0/, 1, §', m;.)b auront un grand défaut
d’énergie et contribueront donc de maniére négligeable.



6.2. Blocage dipolaire 49

a la résonance de Forster [42.[44]. Dans cette situation, le décalage en énergie est donné par
hVF(TQb) = hT (63)

ou (3 est une constante réelle. Cette constante peut étre positive ou négative. Dans la suite, nous choi-
sirons toujours C'3 > 0. Lorsque le défaut en énergie est faible mais pas strictement nul, la dépendance
du décalage en énergie en fonction de la distance entre atomes n’est pas une simple loi de puissance.
La distance critique R, séparant les régimes de van der Waals et de Forster s’obtient en égalant le
décalage en énergie du niveau doublement excité au défaut d’énergie, soit A = AVr(R.) = hC3/R3.
Pour ry, > R., le décalage en énergie est donné par iViaw (rap) et la situation est identique au cas
ou le défaut en énergie est grand. Dans la limite r,, < R, le décalage en énergie est donné par
I’expression . L’intervalle de distance dans lequel cette limite est valide est d’autant plus grand
que le défaut en énergie est faible [42)/43].

En appliquant un faible champ électrique, les états de Rydberg vont voir leurs énergies modifiées
suite a leffet Stark. Ce déplacement des niveaux d’énergie peut étre utilisé pour modifier le défaut
d’énergie afin de faire passer le systéme & deux atomes de la résonance de Forster au régime de van
der Waals et inversement [42}[44]. 11 est également possible de conférer a certains états de Rydberg un
moment dipolaire électrique permanent par application d’un champ électrique. Le décalage en énergie
s’obtient en calculant y(n,l, j,m;| ® o(n,{, ], mj\f/d_d|n,l,j, mj)a @ |0, 1, j,m;)p et se comporte dans
ce cas toujours en 1/r3, [44].

6.2 Blocage dipolaire

Le décalage en énergie du niveau doublement excité du systéme & deux atomes a pour conséquence
de réduire partiellement ou totalement le peuplement de cet état. En effet, considérons la situation
dans laquelle les deux atomes, qui possédent chacun deux niveaux |e) et |g), sont plongés dans le méme
champ laser de pulsation wy,. Si le désaccord en fréquence § = wy, —w ol hw = E. — E, est faible, le
laser induit des oscillations de Rabi entre les états |e) et |g) des atomes considérés individuellement.
Cependant, l'interaction dipolaire électrique entre atomes entraine un décalage en énergie du niveau
lee). Si ce décalage est suffisamment grand, la transition entre le niveau simplement excité |eg) (ou
|ge)) et |ee) est non-résonante (voir figure et ’état doublement excité n’est jamais peuplé. Ce
phénomeéne porte le nom de blocage dipolaire ou de blocage de Rydberg et a été récemment mis en
évidence expérimentalement avec des atomes de rubidium 87 [42,43].

Comume le phénomeéne de blocage de dipolaire provient du décalage en énergie de l’état |ee), nous
pouvons modéliser ce phénomeéne en ajoutant un terme supplémentaire iV (rq)|ee)(ee| a ’hamilto-
nien . ) décrivant deux atomes indépendants en interaction avec un méme champ laser. Nous ob-
tenons ainsi I’ hamlltonlen Hbd = Hmd + RV (rqp)|ee){ee| ou le décalage en énergie hV (rq) est donné
par les expressions ou en fonction du régime dans lequel se trouve le systemeﬂ [42}145].
Dans la suite, nous considérons systématiquement des atomes & la résonance de Forster car ce régime
donne lieu & des décalages en énergie du niveau |ee) plus importants que dans le régime de van der
Waals. Nous envisageons ici la situation ot le désaccord en fréquence § et la fréquence de Rabi Q2 sont
homogeénes et identiques pour les deux atomes. Les niveaux d’énergie d’un tel systéme sont représentés
sur la figure Dans la base des états & deux atomes non couplés {|ee), leg),|ge), |gg)}, nous avons

2V — 26 Qetkrors Qetkrra 0
. B Qxe—ikeery 0 0 Qetkr ra
Hyq = 5 O*e—tkL ra 0 0 Qetkrrs (64)
0 Q*e—ikL'I‘a Q*e—ikL-rb 25

2. Par la suite, la dépendance du décalage en énergie du niveau doublement excité par rapport a la distance entre
atomes sera sous-entendue afin d’alléger les notations.
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FIGURE 6.2 — Structure des niveaux d’énergie d’un systéme de deux atomes en régime de blocage
dipolaire. Sous l’effet de l'interaction dipolaire entre atomes, le niveau doublement excité voit son
énergie modifiée d’une valeur AV (r4p) ol 74 est la distance entre atomes.

Introduisons les états & une excitation

ps) = %(e"k”wem L ek ge)). (6.5)

Dans la base {|v_), |ee), |¥1), |gg)}, Phamiltonien devient

0 0 0 0

g _ o 2V — 26 V2Qetki-ratre) g 6.6

bd — 2 0 ﬁQ*e*ikL(raJrl‘b) 0 \/iQ ( - )
0 0 V20 26

ce qui montre que l’état |1)_) est un état propre de Hyq de valeur propre nulle. Si le systéme ne contient
initialement aucune composante sur I’état |1)_), il ne peuplera jamais cet état au cours de son évolution
temporelle. De plus, en régime de blocage dipolaire, I’état |ee) n’est jamais peuplé et la dynamique
du systéme se rameéne a celle d’un systéme a deux niveaux composé des états {|v4),|gg)} avec une
frequence de Rabi augmentée d'un facteur /2. Remarquons que comme ’état |, ) est intriqué, le
mécanisme de blocage dipolaire permet de produire expérimentalement des états intriqués [43,46].
En régime de blocage dipolaire, il est intéressant d’éliminer le niveau |ee) de I’hamiltonien afin
d’obtenir un hamiltonien effectif & trois niveaux. Comme nous le verrons plus tard, il est important
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de travailler dans le sous-espace sous-tendu par les états {|_), |¢4+), |gg)} bien que 'état [1)_) soit &
priori découplé de la dynamique du systéme. Comme [1)_) est un état propre de 'hamiltonien Hbd,
I’étude de la dynamique du systéme & deux atomes se raméne & la détermination des vecteurs et
valeurs propres d’un systéme & deux niveaux. Procédons, dans ce but, a ’élimination adiabatique de
létat |ee) au moyen de la méthode proposée par V. Paulisch et al. & l'ordre zéro [47]. Cette méthode
consiste & écrire I’état du systéme sous la forme [1)(t)) = cec(t)|e€) + ceq(t)|eg) + cge(t)|ge) + cgq(t)|99)
et & injecter cette expression dans l’équation de Schrodinger afin d’obtenir un systéme de quatre
équations différentielles du premier ordre couplées pour les coefficients ¢;;(t) (7,7 = e, g). En intégrant
Péquation contenant la dérivée de c..(t) par rapport au temps avec la condition initiale c..(0) = 0,
nous obtenons une expression exacte pour ce.(t) sous forme intégrale en fonction des trois autres
coefficients. Dans I'approximation de Markov, qui revient & négliger les effets de mémoire et qui est
valable lorsque les coefficients ¢;;(t) avec ij # ee oscillent lentement par rapport & exp (—:V't), il est
justifié de sortir ces coefficients de 'intégrale qui devient ainsi triviale a calculer. Cette approximation,
valable pour autant que ||, || < |V, fournit une expression pour c..(t) en fonction des trois autres
coefficients. En injectant ’expression de c..(t) ainsi obtenue dans les trois équations différentielles pour
les coefficients ¢;;(t) (i,7 # ee), nous aboutissons & un systéme d’équation décrivant 1’évolution de
létat du systéme a partir duquel il est possible de reconstruire ’hamiltonien effectif [47]. Cette méthode
est adaptée au cas d’un hamiltonien en schéma d’interaction indépendant du temps. Cependant, un tel
hamiltonien n’est pas unique et ajout d’un terme du type C1™ ot C' est une constante quelconque
et 1 est Popérateur identité dans l’espace des états internes donne un hamiltonien décrivant la
méme situation mais pouvant conduire a un hamiltonien effectif sensiblement différent] Plusieurs
critéres permettent de déterminer la constante C' a choisir [47] afin d’étendre au maximum le domaine
de validité de ’hamiltonien effectif. Par soucis de simplicité, nous avons choisi d’imposer la condition
Tr(H'+C13) = 0 ot 15 est Popérateur identité dans le sous-espace des états internes {|eg), [ge), [gg)} et
H' est la restriction de ’hamiltonien aux états |eg), |ge) et |gg). Cette condition donne C = —hd/3
et aprés élimination de l’état doublement excité |ee), nous obtenons, dans la base {|eg),|ge),|99)},
I’hamiltonien effectif

_g _ I‘ _I“eide"ab %eikL'ra
Hyg—ef = h | —Te~kerer 0 Letkim (6.7)
Q* —ikp-r, Q* —ikr Ty 28
2 € 2 © 3

o I' = |Q]?/(4V —164/3). Définissons la distance critique r. telle que V (r.) = max(|d], |Q|) ot V (r4)
est donné par I’équation (6.3)), c’est-a-dire

G
max(|d], [2])”

Te={

(6.8)
Cette distance correspond & la distance interatomique maximale pour laquelle I'hamiltonien effectif
Hypa_eg décrit correctement la dynamique du systéme. Afin de fixer les ordres de grandeur, considérons
la situation ou le désaccord en fréquence est nul, la fréquence de Rabi /27 = 6.5 MHz et ou la
constante C3/2m apparaissant dans le décalage en énergie du niveau doublement excité vaut 3200
Mhz.um? [43]. A ces paramétres correspond une distance critique r, &~ 8 pym.

L’état [1p_) (noté par la suite |xo)) reste toujours état propre de ’hamiltonien effectif, mais d’éner-
gie propre Eg = —hd/3. Les deux autres états propres de Hypd—ef sont

€ (=852 + 60V + 3|0 F /1)[vh4) + 2v2(45 — 3V)|2gg)
V/8(40 — 3V)2[Q]2 4 (=862 + 60V + 3|Q F /1)?

IX+) = (6.9)

de valeurs propres
B, — h(86% — 66V + 9% F 3,/1)
=7 12(45 — 3V)

(6.10)

3. L’ajout d’un tel terme revient & redéfinir le zéro d’énergie.
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avec n = (862 + |©2]2)(802 + 9|Q|?) + 12V [-853 — 135]Q2| + 3V (62 + 2|2|2)]. Lorsque le désaccord en
fréquence ¢ est nul, les vecteurs propres |x+) sont donnés par

_ 1 |Q‘ (X6
) = g7\ [1 % T e (=101 = VIOP +8V2) [uy) +2v2VIg)] (6.11)

et ont pour énergies propres

hlQJ2 812
EL= —1+4/1+ —5 12
=y ( + Q|2) (6.12)

ot Q = |Q]e’*. Remarquons qu’en régime de blocage dipolaire, tous les états propres de Hyd—of sont
complétement symétriques ou complétement antisymétriques par rapport a I’échange de particules.



Chapitre 7

Champs de jauge artificiels pour deux
atomes avec interactions dipolaires

Ce chapitre est dédié au calcul des potentiels de jauge artificiels d’un systéme de deux atomes
en interaction dipolaire électrique. La section [7.1] est consacrée a 'étude des potentiels et champs de
jauge en régime de blocage dipolaire. Le cas général, ou les états propres de ’hamiltonien Hyq sont
considérés, fait 'objet de la section[7.2] Dans un premier temps, le désaccord en fréquence est choisi nul
afin de simplifier les expressions des différents potentiels et champs de jauge artificiels. Dans un second
temps, leffet du désaccord en fréquence est étudié. Les potentiels et champs de jauge artificiels sont
représentés dans la suite en fonction de la distance interatomique ;. Les figures peuvent notamment
étre interprétées comme les potentiels et champs ressentis par un atome suite a son interaction avec
I’autre atome maintenu fixe a 'origine du systéme de référence. Dans ce chapitre, tous les graphiques
ont été tracés pour les paramétres issus de l'expérience de A. Gaétan et al. [43] : |Q|/27 = 6.5 Mhz,
Az = 296 nm, m = 85.57 u.m.a. et C3/27 = 3200 Mhz.um?3.

7.1 Régime de blocage dipolaire

7.1.1 Désaccord en fréquence nul
Potentiels et champs de jauge artificiels

Déterminons les potentiels de jauge artificiels ressentis par deux atomes en interaction dont la dy-
namique est décrite par ’hamiltonien interne et suivant adiabatiquement un état propre de
cet hamiltonien. Pour un désaccord en fréquence nul et une fréquence de Rabi homogéne et constante,
les potentiels de jauge, en ’absence d’interaction entre atomes, sont constants et conduisent a des
champs électromagnétiques artificiels nuls. L’hamiltonien décrivant le mouvement global et la dyna-
mique interne des atomes est de la forme ol Hind est remplacé par ﬁbd_eff. L’état global du
systéme peut s’écrire sous la forme

(o, 1fip (1)) = ) Wila, o, )] xs(Ta, 1)). (7.1)

i=0,%

ou les etats internes |y+) sont donnés par et |xo) = |[¢—). Lorsque le systéme suit adiaba-
tiquement un des états propres internes |y;), son état est donné a tout instant par (r,,rp|(t)) ~
Yi(ra, T, t)|Xi(ra,rp)) et des développements similaires & ceux du chapitre [5| nous conduisent a une
équation de Schrodinger effective pour la fonction d’onde v;(r,,rp,t) décrivant le mouvement des

93
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atomes de la forme de I’équation ([5.7)) avec les potentiels de jauge artificiels

. hk 1|
A (ry) = ih(x | Ve, xt) = —= [ -1+
o (ra) = ih{x£| Ve xa) = = EEETew
h2
¢S (ra) = o (KX Vo x2) P 4 10| Ve x2)1?) (7.2)
_ R Rl il ko PV2(ran) |2 Ve, V)P
m | 16 QP +8V2(r) ) 4102 +8V2(rap)] T [0 +8V2(ras) 2

ol a = a,b et rqy = |y — 1| correspond a la distance entre atomes. Remarquons que les potentiels
vecteurs et scalaires sont identiques pour les deux atomes car leur dépendance spatiale n’apparait que
dans le décalage en énergie AV du niveau doublement excité |ee) au travers de la distance interato-
mique. Ces potentiels de jauge sont representés sur la figure Nous voyons que les potentiels de

pnV
Ag[nT.m] 9l A }
A Te Tap[pm] B i
P S S SRR i P -
5 10 20 25 0025 F B 0
(+) _ -7
A 0.020 |
-2+
_/ 0.015F
-4r TN 0.010F
N\
A
(=) 0.005
-6 \\A
S~ S S S S S R L -
————————— 0 5 T 10 15 20 25 oy [um]
(a) Potentiels vecteurs (b) Potentiels scalaires

FIGURE 7.1 — Potentiels de jauge artificiels pour ky, = (kz,0,0), 6 = 0 et |Q2| constant. (a) Composante
selon e, des potentiels vecteurs A,(li) (unique composante non nulle) en fonction de la distance inter-

atomique. (b) Potentiels scalaires gb&i) en fonction de la distance entre atomes. La distance critique
r¢, donnée par ’équation , est représentée sur les graphiques.

jauge varient essentiellement dans la région ou la distance entre atomes est telle que V(rqp) = €.
Dans cette région, le systéme n’est plus en régime de blocage dipolaire et I'hamiltonien effectif
ne décrit plus correctement la dynamique du systéme. La forme des potentiels de jauge artificiels ne
varie pas qualitativement avec la fréquence de Rabi quantifiant I’intensité du laser. Le module de la
fréquence de rabi détermine néanmoins l'intervalle de distance entre les deux atomes dans lequel les
potentiels de jauge varient de maniére appréciable. Lorsque || augmente, la distance entre atomes
a partir de laquelle les potentiels commencent & varier sensiblement diminue. De plus, 'intervalle de
variation des potentiels devient de plus en plus étroit. Ce comportement est illustré sur la figure
dans le cas du potentiel vecteur Ag+).
Lorsque le systéme suit 1’état interne |xo), nous obtenons les potentiels de jauge artificiels homo-
genes
hky,

A&O) (ra) = 5 ¢g¢0) (ra)

donnant lieu & des champs magnétique et électrique artificiels nuls. En effet, I’état |xo) ne fait pas
intervenir V(r,) et est également état propre de ’hamiltonien Hing (éq. ) dans le cas ou le désac-
cord en fréquence et la fréquence de Rabi pergus par les deux atomes sont identiques. Comme le calcul
du potentiel scalaire artificiel fait intervenir les projections de |V, xo) sur le sous-espace orthogonal
a |xo) et étant donné que les vecteurs de ce sous-espace peuvent s’écrire de maniére équivalente en

B h2|kL‘2

o (7.3)
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FI1GURE 7.2 — Potentiel vecteur artificiel AELH en fonction de la distance entre les deux atomes pour

différentes valeurs de la fréquence de Rabi (de gauche a droite |©2|/27 = 1000, 100, 10,1,0.1 MHz).

fonction des états propres de ﬁbd,eff ou de ’hamiltonien ffind de deux atomes indépendants, il est
logique que les potentiels de jauge artificels associés a 1’état |yo) ne dépendent pas de linteraction
entre atomes.

Les champs magnétiques artificiels obtenus & partir des potentiels vecteurs artificiels valent

2V (rap)

B = +25
a (|Q|2 +8V2(7"ab))3/2

kp X Vi V(ra). (7.4)

Ces champs magnétiques artificiels sont toujours orthogonaux au vecteur d’onde du laser. Choissisons
un systéme de référence tel que ki, = (k1,0,0) et dans lequel atome b se trouve & origine. En
utilisant les coordonnées sphériques (14,6, ¢) avec

T =1,cos0

Y = T4 Cco8Psinb (7.5)

Z =T7rqsin¢gsinf

ou r, est la distance de ’atome a par rapport & l'origine du systéme de référence et 6 est I’angle entre
la direction e, et le vecteur r,. Le gradientlﬂ de V(rep) = V(ry) s’écrit

0
Ve, V(re) = WV(ra)e,«a (7.6)

ot e,, =r,/r,. Le champ magnétique artificiel agissant sur ’atome a vaut dés lors

Vra) 002 V(ra)e, (7.7)

B = +op
@ (]QI2 + 8V2(r,))3/2 Irq

ce qui correspond & un champ magnétique tournant dans le plan y, — z, centré autour de la position

de latome b, comme illustré sur la figure [7.3(a)l Notons que les intensités des champs magnétiques
artificiels B((li), illustrées sur la figure , sont identiques bien que ces deux champs vectoriels
tournent en sens opposés dans le plan y,—z,. Par ailleurs, au vu de la dépendance spatiale en r,—r; des
. (+) ) . . L
potentiels vecteurs, nous avons B,”’ = —B; ’. Comme nous pouvions le pressentir au vu des variations
spatiales des potentiels vecteurs, les champs magnétiques artificiels présentent des valeurs importantes
aux alentours de rq, = r.. A ces distances, la dynamique des atomes n’est plus correctement décrite par
I’hamiltonien ([6.7) et les états propres ((6.11) ne sont plus des états stationnaires. Il est donc nécessaire

1. En coordonnées spériques (r, 0, ¢), le gradient prend la forme V = %er + %%eg + m%e(f).
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F1c¢URE 7.3 — Champs magnétiques artificiels dans la situation ou kz, = (k,0,0). (a) B((;r) dans le

plan y, — z, (x4 = 0). L’atome b est positionné en r, = 0. (b) \Bg,i)| en fonction de la distance entre
atomes. La distance critique r., donnée par équation (6.8), est représentée sur le graphique.

d’utiliser ’hamiltonien (6.4) & quatre niveaux afin de déterminer rigoureusement les potentiels de
jauge artificiels. Si nous avions choisi un décalage en énergie iV (r,,) < 0, nous aurions obtenu des
potentiels et champs de jauge artificiels identiques car en I'absence de désaccord en fréquence, A((xi)
(£) : ; 2
et ¢y ' contiennent uniquement des termes en V°.
Evaluons la dépendance spatiale des forces que ressentirait une particule classique plongée dans
les potentiels de jauge artificiels donnés par l’expression ([7.2)). La force magnétique artificielle vaut

Fi (ro) = vaX B (ro) avec v, la vitesse de 'atome « et la force électrique artificielle est donnée par

Féil(ra) =—-V,, gb((li)(ra). Lorsque les atomes sont en régime de blocage dipolaire et pour rqp, < re,
NOUS avons )
+ +
T ocrd, et [P o —. (73)
a

Malgré la dépendance apparente en 1/r3, du potentiel d’interaction dipolaire entre atomes, la
dépendance spatiale des forces ayant pour origine les potentiels de jauges artificiels est différente
de celle en 1 /Tib de la force classique entre dipoles électriques permanents. De plus, la force dipolaire
électrique classique est radiale, ce qui n’est pas le cas de la force magnétique artificielle.

Comparaison au cas d’atomes indépendants

Il existe des similitudes entre les potentiels de jauge artificiels établis dans le chapitre et ceux
(éq. ) obtenus pour deux atomes en régime de blocage dipolaire avec une fréquence de Rabi homo-
géne et un désaccord en fréquence nul. En appliquant les substitutions § < [Q] et [Q|(r) <> 2v/2V (r4p),
les potentiels vecteurs artificiels, donnés par les équations et (7.2), ont la méme forme & un fac-
teur 1/2 prés. Les mémes substitutions, appliquées aux potentiels scalaires, montrent qu’ils présentent
certains termes de méme forme. En régime de blocage dipolaire, ils contiennent un terme supplémen-
taire qui provient de la projection de |V,_ x4 ) sur 'état |xo). Bien que les potentiels de jauge artificiels
aient une forme similaire dans ces deux situations, la physique sous-jacente est sensiblement différente.
Dans le cas d’atomes indépendants avec |Q] = |Q(r)|, les potentiels de jauge découlent exclusivement
des variations spatiales de la fréquence de Rabi et la dynamique des atomes reste indépendante. En

2. Ces potentiels, donnés par ’équation (4.14)), résultent de I’interaction d’atomes indépendants avec un champ laser
de fréquence de Rabi variable dans I’espace et de désaccord en fréquence § homogeéne.
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régime de blocage dipolaire, les potentiels de jauge artificiels émergent principalement de 'interaction
entre atomes et plus précisément des variations du décalage en énergie du niveau doublement excité
en fonction de la distance interatomique. Dans cette situation, la dépendance spatiale de V(ry) en
1/r3, est qualitativement différente du cas d’atomes indépendants ou la dépendance spatiale de |Q(r)]
dépend du profil du laser, typiquement gaussien. Cette différence de dépendance spatiale influence
profondément les champs magnétiques artificiels. En régime de blocage dipolaire, les champs magné-
tiques artificiels sont des champs vectoriels tournant dans le plan orthogonal au vecteur d’onde alors
que pour des atomes indépendants et un faisceau laser se propageant selon e, et de profil gaussien
selon e, (c.f. chapitre [5)) les champs magnétiques artificiels sont dirigés selon e,.

Analyse dans le systéme du centre de masse

Analysons la situation précédemment étudiée dans le systéme du centre de masse. Définissons les
coordonnées du centre de masse [16]

Malq + MpTy

me + My (79)
r=r,—rp
d’impulsions canoniquement conjuguées
P =p,+ps
_ MpPa — MaPb (710)
Mg + My

oll My, I'y, €t P, Sont respectivement la masse, la position et 'impulsion de I’atome «.. Nous considérons
ici deux atomes identiques, ce qui implique m, = m; = m. Dés lors la masse totale du systéme
M =m, +mp = 2m et la masse réduite p = mqomy/(mg, +my) = m/2. Dans le systéme du centre de
masse, ’hamiltonien décrivant le mouvement global des atomes et leur dynamique interne est

. P2 pz . et
H=[—+>— 1 19 @ H g on (R 11
2M+2M+V ®1mt 4 ® Hpa—et(R, 1) (7.11)

ou P = hVR/i, p = hV,/i en représentation des coordonnées, 1 (1°*t) est, I'opérateur identité sur
espace des états internes (externes) des atomes et ot Hyq_es(R, ) est donné par Iexpression
dans laquelle nous avons effectué le changement de variable (r,,r5) — (R, r) [16]. Les états propres de
I’hamiltonien interne sont toujours donnés par exprimé en fonction des coordonnées du centre
de masse. Lorsque le systéme suit adiabatiquement ’état propre interne |x;), nous obtenons I’équation
de Schrédinger effective décrivant le mouvement total de I’atome

P-AR)?  (p-A)? ) LT
! E; ; 12

.0
zh&m(R,r,t) = (

ou i = 0, & et les potentiels de jauge artificiels sont donnés par

AP R =R (1A
2 Q]2 + 8V2(r)
ABH(R,r)=0
(+) Rk PV (7.13)
or’(Ror) =77 (|Q|2 T 8V2(r)

n? 2] 16|22V, V (r)[?
E(R,r) = — ||kp]? [ 1 + -
o (Rex) = {g, [ ol ( - |Q2+8V2(r)> (1922 + 8V2(r))?
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De méme, si le systéme est initialement dans 1’état |x(), nous obtenons

AVR,r) = —k, ¢ (R,1)=0
2k, |2 (7.14)
APR) =0, 6O R x)=" '; -
"

Nous remarquons que les potentiels vecteurs associés a la position du centre de masse R sont égaux &
la somme des potentiels vecteurs agissant sur les atomes a et b tels que donnés par les équations
et . De méme, les potentiels vecteurs associés aux coordonnées relatives r sont nulles. Cette consta-
tation s’explique aisément au regard de l'interprétation que nous avons donnée du potentiel vecteur
artificiel en terme de la valeur moyenne de I'impulsion dans 1’état interne suivi adiabatiquement.
D’une part le potentiel vecteur artificiel est identique pour les deux atomes. D’autre part, I'impulsion
du centre de masse P est définie comme la somme des impulsions des atomes individuels et I'impulsion
relative p comme la moitié de leur différence. Il apparait donc naturel que Ag = A, + Ay = 2A, et
A, =(A,—Ap)/2=0.

7.1.2 Désaccord en fréquence non nul

Intéressons-nous a présent a l'influence d’un désaccord en fréquence non nul mais homogéne et
constant au cours du temps sur ’équation d’évolution de deux atomes en régime de blocage dipo-
laire étudiée précédemment. Dans ce cas, les états propres |x+) sont donnés par ’équation . En
appliquant le raisonnement de la section nous obtenons les potentiels de jauge artificiels

4 v
6 (1) = h? [|kL|2 (1 N 86% — 65V — 3|Q|2) N [kp[2|Q%(46 — 3V)%n + 324|Q|°| V. V|?
« 4 \/ﬁ ,'72
(7.15)

B dmg
ot n = (86% + [Q]?)(852% + 9|Q?) + 12V (=853 — 136|Q? + 3V (62 + 2|Q|?)) est réel et positif. Nous
ne rappelons pas les expressions des potentiels de jauge provenant du vecteur propre |xo) car celles-

ci sont identiques au cas § = 0. La figure représente le potentiel vecteur artificiel Af{” pour
Az(z,tc) [nT'm] Af;;) [nT.m)]
A s Te 10 15 20 25 Tab[1m] A 5 . 10 15 20 25 Tav ]
- ‘ s ‘ ‘ ‘ -
i \
/ AN
| ) N
-2+ -2’__’// \\\‘-—_
’_/ - - I
4r _ - i 4r
o o
(a) § <0 (b) >0

FIGURE 7.4 — Potentiel vecteur artificiel pour k;, = (kr,0,0) et différentes valeurs du désaccord en
fréquence. Les graphiques représentent la composante selon e, de A((;r) (unique composante non-nulle)
en fonction de la distance entre atomes. (a) AS") pour différentes valeurs de § < 0 (de haut en bas,
0/2n = 0,-3,—15 Mhz). (b) AS" pour différentes valeurs de § > 0 (de haut en bas en rq, = 0,

0/2m = 15,3,0 Mhz). La distance critique r. (éq. ) pour § = 0 est représentée sur les graphiques.
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différentes valeurs de 6. Nous constatons que la valeur du désaccord en fréquence modifie sensiblement
I’allure des potentiels vecteurs. Plus § est grand, plus la zone dans laquelle le potentiel vecteur varie
appréciablement est étroite. Lorsque le désaccord en fréquence prend des valeurs négatives (w >
wr), l'intensité du potentiel vecteur artificiel A augmente. Cependant, plus || augmente (§ < 0),
moins le potentiel vecteur artificiel varie en fonction de la distance entre atomes. Pour des valeurs
positives du désaccord en fréquence (w < wy,), la norme de A,(1+) en 7, = 0 diminue. Le taux de
variation du potentiel vecteur augmente et un extremum apparait. Cet extremum se déplace vers des
distances interatomiques plus petites et est plus marqué lorsque le désaccord en fréquence augmente.
Néanmoins, ce comportement apparait dans une zone oil le systéme n’est plus en régime de blocage
dipolaire. En effet, §/2r = 15 MHz, |Q|/2m = 6.5 MHz et C3/2m = 3200 MHz.um?, nous obtenons
une distance critique . ~ 5.98 ym du méme ordre de grandeur que la distance & laquelle I’extremum
apparait. Ce comportement pourrait étre un artefact di a 'utilisation d’un hamiltonien inapproprié.
Afin de confirmer ou d’infirmer la présence d’un extremum dans les potentiels vecteurs artificiels,
nous considérerons, dans la section suivante, la dépendance par rapport au désaccord en fréquence
des potentiels de jauge artificiels calculés & partir des états propres de I’hamiltonien général . Les
autres potentiels vecteurs, A((l_) et Algi), présentent un comportement similaire vis-a-vis du désaccord
en fréquence. Le comportement des potentiels vecteurs dans la limite 7., — 0 peut se comprendre en

prenant V > 4,|Q|. Dans ce cas, les potentiels vecteurs sont donnés par les expressions approchées
(pour V > 0)

Rkp (g 6
1 V02 2|02

ce qui montre bien que |A<(l+)(0)| augmente lorsque 6 < 0 et diminue si 6 > 0.
Les champs magnétiques artificiels associés a ces potentiels vecteurs s’obtiennent au moyen de
Péquation (5.9) et valent

AP (r,) ~

(o3

(7.16)

18K]Q*(46 — 3V)
+ _
B (r,) =+ 72 V..V xkp. (7.17)
s
BT ! ;
0 ST
A Te Iy P s O UL NN
1.0F Btk NN
' 4 VS PEEES NN
1y —°f ) /‘// ;o f\\\ X
0.5¢ / g A AN
3 AT I N
T P ——r . . » S or v z { :\ \ / 1 i t f‘
3 o,-~ 20 25 raplum] R NN bl
|, abrel = NN
’ | NN \«\\\\~</,/V////
! AN e e T
-1.0F Iy -10p N N
[ S
-1.5¢ L -15
l\’ 15 10 5 0 5 10 15
-2.01 i
Yapm]

FIGURE 7.5 — Champ magnétique artificiel pour k;, = kre, et pour différentes valeurs du désaccord
en fréquence. (a) Intensité du champ magnétique B,(1+) en fonction de la distance entre atomes pour
0/2m = 0 (trait noir), 6/2r = +3 MHz (trait discontinu) et /27 = —3 MHz (trait épais et gris). La
distance critique r. (éq. (6.8) pour 6 = 0 est représentée sur le graphique. (b) Champ magnétique
artificiel B,(f) dans le plan y, — z, (z, = 0) pour § > 0. L’atome b se trouve a l'origine du systéme de
référence.
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La figure représente l'intensité du champ magnétique B,(1+) dans le cas ot le vecteur d’onde est
dirigé selon e, pour différentes valeurs du désaccord en fréquence. Elle diminue au fur et & mesure
que 0 devient de plus en plus négatif et augmente lorsque le désaccord en fréquence prend des valeurs
positives de plus en plus grandes. De plus, pour d > 0, le champ magnétique artificiel change de sens de
rotation & une distance entre atomes telle que V' = 44/3. Ce changement du signe de B((Xi) correspond
a Pextremum du potentiel vecteur que nous avions mentionné precédemment. Il apparait ici évident
que ce changement de signe s’opére & une distance entre atomes ot ’hamiltonien effectif ne
décrit plus correctement le systéme et met une fois de plus ’accent sur la nécessité de déterminer
les potentiels de jauge artificiels au moyen de I’hamiltonien . Comme en ’absence de désaccord
en fréquence, le champs magnétique artificiel est un champ tournant dans le plan perpendiculaire au
vecteur d’onde du laser (c.f. figure|7.5(b)]).

Les potentiels scalaires artificiels donnés par 1’expression sont également modifiés par le
désaccord en fréquence. Le potentiel ¢>§i) est illustré sur la figure pour différentes valeurs de
6. Le désaccord en fréquence produit des effets similaires sur les potentiels scalaires et vecteurs. La
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FIGURE 7.6 — Potentiels scalaires artificiels ¢((1i) pour différentes valeurs du désaccord en fréquence.
La courbe noire correspond au cas ¢ = 0. La courbe en trait discontinu correspond & |6|/27 = 3 MHz
et celle en trait épais et gris a |§|/2m = 15 MHz. La distance critique 7. (éq. (6.8) pour § = 0 est
représentée sur les graphiques.

valeur du potentiel scalaire pour ry, — 0 est modifiée par le désaccord en fréquence et I'intervalle de
distance entre atomes sur lequel le potentiel scalaire varie se réduit lorsque § augmente. La maniére
dont ¢.(f) varie sur cet intervalle est également profondément modifiée par le désaccord en fréquence.
Pour ¢ < 0, le potentiel scalaire varie moins avec la distance entre atomes que dans le cas 6 = 0. Au
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contraire, lorsque d > 0, le taux de variation du potentiel scalaire en fonction de la distance augmente
et un extremum apparait. Cet extremum est plus marqué dans le cas de qbgf) et correspond & un
minimum pour qﬁgj_) mais & un maximum pour qﬁg_). Comme précédemment, cet extremum apparait a
une distance ou V' = §, ce qui signifie que ’hamiltonien effectif n’est plus applicable. Néanmoins,
cette approche fondée sur un hamiltonien effectif en régime de blocage dipolaire permet de mettre en
évidence que le champ magnétique est maximum pour des distances interatomiques telles que V = §.
Contrairement au cas 6 = 0, en présence d’un désaccord en fréquence, le choix du signe du décalage
en énergie du niveau doublement excité influence les potentiels et champs de jauge artificiels. Lorsque
RV (rap) < 0, Peffet du signe du désaccord en fréquence est inversé. Un désaccord en fréquence positif
tend & diminuer les variations des potentiels de jauge artificiels et conduit & des champs magnétiques
artificiels moins intenses qu’en ’absence de désaccord en fréquence. Au contraire, lorsque § < 0,
les variations des potentiels de jauge artificiels sont renforcées, ce qui conduit & une augmentation
de l'intensité des champs magnétiques artificiels qui en découlent. Ce phénoméne s’explique par la
présence dans de termes en §V invariants sous un changement de signe simultané de V' et .

7.2 Cas général

Comme nous venons de le voir, 'interaction dipolaire électrique entre atomes plongés dans des
champs lasers génére des potentiels de jauge artificiels qualitativement différents de ceux obtenus en
considérant des atomes indépendants. Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressé au régime de blo-
cage dipolaire décrit par ’hamiltonien effectif . Cet hamiltonien a ’avantage de présenter des
énergies et vecteurs propres dont l’expression analytique est relativement simple, ce qui permet de
comprendre plus facilement ’émergence et les caractéristiques des potentiels de jauge artificiels asso-
ciés. Néanmoins, I’évaluation des champs de jauge artificiels pour différentes valeurs des paramétres
nous montre que le champ magnétique artificiel prend des valeurs importantes essentiellement dans
I’intervalle de distances entre atomes ot le systéme passe du régime de blocage dipolaire & courte dis-
tance au régime d’atomes indépendants lorsqu’ils sont éloignés. Dans cette région, I’hamiltonien
ne décrit plus correctement le systéme car le décalage en énergie du niveau doublement excité V' est du
méme ordre de grandeur que la fréquence de Rabi ou le désaccord en fréquence. Il est donc nécessaire
de calculer les potentiels de jauge artificiels au moyen de I’hamiltonien général (6.4 . Afin de pouvoir
comparer les résultats predlts sur base des hamiltoniens Hbd et Hbd off, il est nécessaire de rajouter
a Hypq le terme (—hd/3)1™ que nous avions rajouté lors de la construction de ’hamiltonien effectif.

Dans la base {|1_), |ee), [¢+),]g9g)}, Phamiltonien prend la forme

,g 0 0 0
0 V4 £ pikp-(ratry)
N 3 NG
Hoa=h| |\ o0 aquim s o (7.18)
V2 3 V2
Q* 25
L’état 1)) = [xo) est état propre de Hypq d’énergie propre Ey = —hd/3. Les trois autres énergies
propres de Hpq présentent des formes analytiques plus compliquées,
hl arg(z)
By =g —0+V +24/302 — 36V + V2 + 3|Q2 cos —
5 -
B, = 3 —5+V — /382 - 36V + V2 + 3|Q2 (cos( 3( )> +\fsm<arg3(z)))} (7.19)
BT arg(z) . (arg(z)
Ey=3 —0+V — /362 =36V + V2 + 3|QJ2 ( cos 2 —V/3sin 3
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ou z=ux+1iy € C avec
x =185V — 185V? +4V? — 9V |Q)?

7.20
y = /16(36% — 30V + V2 + 3[Q2)3 — V2(1862 — 185V + 4V2 — 9|Q2)2 (7.20)

ol x et y sont réels et non nuls, |Q] est la fréquence de Rabi, § est le désaccord en fréquence, AV est le
décalage en énergie du niveau doublement excité donné par ’équation (6.3) et ou la fonction arg (z)
est définie par

v .
2 arctan <I+ £2+y2> si x>00uy#0

m siz<0Oety=0
indéfini six=0ety=0

arg (z) = (7.21)

Les énergies propres sont, représentées sur la figure en fonction de la distance entre atomes.
L’énergie propre Fj correspond, pour des distances interatomiques faibles, au décalage en énergie du
niveau doublement excité hV. L’état propre correspondant tend donc vers I’état |ee) pour des faibles
valeurs de r4;. De méme, Fy (E3) tend vers I'énergie propre E_ (E,) de 'hamiltonien effectif dans la
limite V' >> 4, |€2| et il en va de méme pour les vecteurs propres. Pour rappel, les états et les énergies
propres de Hyq_eg sont donnés par les expressions et . Dans la base {|¢_), |ee), |v+), l99)},

ElueV] ElpeV]
A A
0.12f
-0.020
0.10[
-0.022
0.08[
-0.024 \
0.06[ \
\ L
004k \ -0.026 \
oo . -0.028 |
~_ \
L i P P d— f— 1L L 1 »
0 Te 10 20 30 Tap[ ] 0 Te 10 20 30 Tap[tm]
(a) Ey et BV (b) Eg et E_

0.015

0.010

0.005

Fanl ]

(¢) Ez et B4

FI1GURE 7.7 — Comparaison entre les énergies propres de I’hamiltonien Hypq et de hamiltonien effectif
Hbd,eﬁ pour § = 0 en fonction de r4,. Les énergies propres de I;de sont représentées en trait plein,
celles de I’hamiltonien effectif en trait discontinu. La distance critique r., donnée par I’équation ,
est représentée sur le graphique.
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les vecteurs propres associés aux énergies propres 1} de Hyq sont donnés par

Ixs) = N; [RQetke-atro) gee) 1 V28 Filpy ) + R Filgg) (7.22)
avec
2 4
gi:Ei—%a et Fi:?—hVﬁ-Ei (723)

o i =1,2,3 et NV; une constante de normalisation qui vaut

1
R2IQRE? 1+ 282F7 + R2[QPF2

(7.24)

9

Pour des distances interatomiques élevées, 74, > ¢, le phénoméne de blocage dipolaire disparait
car le décalage en énergie du niveau doublement excité tend vers une valeur nulle. Dans ce cas, la
dynamique du systéme se réduit a celle de deux atomes indépendants telle que décrite par 'hamilto-
nien ou la fréquence de Rabi est constante et § = 0. Les potentiels de jauge artificiels ressentis
par les atomes sont donnés par ’expression et sont, dans cette limite, indépendants de la po-
sition des atomes. La force de Lorentz classiquement ressentie par une particule plongée dans de tels
potentiels de jauge artificiels est strictement nulle.

7.2.1 Désaccord en fréquence nul

En suivant le raisonnement de la section nous sommes en mesure de calculer les potentiels
de jauge artificiels qui émergent de 'hamiltonien . Dans un premier temps, nous allons nous
intéresser a la situation ou le désaccord en fréquence est nul. Dans ce cas, lorsque le systéme se trouve
initialement dans ’état interne |x;) (i = 1,2, 3), les potentiels vecteurs artificiels ont pour expression

Al(;) — I E22 [h2|Q|2 + (Ei - hV)Q] ik, (725)
2E} — 2m3|Q2VE; — ARV E? + R4 Q2V2 + 2R2(|Q2 + V2)E2
avec a = a,b et E; I’énergie propre de l’état interne |y;) donnée par . Les potentiels vecteurs
artificiels sont représentés sur les figures [7.8(a)l |7.8(c)| et [7.8(e)l De maniére similaire & ce que nous
observions en régime de blocage dipolaire, les potentiels vecteurs artificiels prennent la forme du
produit du vecteur d’onde du laser k;, par un champ scalaire qui dépend de la position des atomes
exclusivement au travers du décalage en énergie du niveau doublement excité AV (rq). Remarquons
que les potentiels vecteurs artificiels sont identiques pour les deux atomes. Bien que nous ayons calculé
les expressions analytiques exactes des potentiels de jauge artificiels, celles-ci sont trop compliquées
pour permettre d’en déduire qualitativement le comportement des différents potentiels. Pour de faibles
distances entre atomes, le potentiel A(o?) (Ag?)) correspond au potentiel Ag_) (AE,ZH) en régime de
blocage dipolaire, ce qui confirme la correspondance entre les états propres de Hyq et Hoa_efr que nous

avions établie en comparant les énergies propres de ces deux hamiltoniens. Le potentiel Ag_) présente
qualitativement la méme forme que A,(f) pour toutes distances interatomiques, alors que celle de A(Ojr)
est totalement différente de celle de AS') pour des valeurs de 7, 2 7.. Remarquons également que les
potentiels vecteurs varient essentiellement dans la région ot le systéme passe du régime de blocage
dipolaire au régime d’atomes indépendants pour rgp > 7.

Les champs magnétiques artificiels associés a ces potentiels vecteurs s’obtiennent au moyen de

I’équation (5.9) et nous avons

o = Vra \ TOET 2IBQPVE, — AVE? + WQPVE + 212(|Q% 1 V2)E2

> xkp.  (7.26)

Comme la position des atomes apparait uniquement dans le décalage en énergie du niveau doublement
excité AV au travers de r,; , nous avons B{” = —BY. Les figure[7.8(b)} [7.8(d)[ et [7.8(F)| représentent




64 Champs de jauge artificiels pour deux atomes avec interactions dipolaires

les amplitudes de ces champs magnétiques artificiels. Comme le laissaient présager les variations de
I’amplitude des potentiels vecteurs en fonction de la distance interatomique, les champs magnétiques
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FIGURE 7.8 — (a), (c) et (e) Potentiels vecteurs artificiels Al (¢ = 1,2,3) pour un vecteur d’onde
dirigé selon e,. Les graphiques représentent la composante selon e, (unique composante non nulle)
des potentiels vecteurs en fonction de 7y, (trait continu). (b), (d) et (f) Amplitudes des champs
magnétiques artificiels B (i = 1,2,3) en fonction de r,, (trait plein). A titre de comparaison, les
potentiels vecteurs (éq. ) et les amplitudes des champs magnétiques (éq. ) découlant de
Ihamiltonien effectif sont également représentés (trait discontinu). La distance critique 7., donnée par
'équation (6.8), est représentée sur les graphiques.
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artificiels prennent une valeur importante & la transition entre le régime de blocage dipolaire et le
régime d’atomes indépendants. La similarité des potentiels vecteurs A(Z) et A(f) se répercute au
niveau des champs magnétiques associés B( ) et B . Au contraire, 'amplitude du champ B(3)
change de signe pour r,, ~ 5 um, ce qui correspond & un changement du sens du champ magnétique
artificiel, tandis que le champs Bff) tourne toujours dans la méme sens. De maniére générale, le
champ magnétique artificiel est en tout point perpendiculaire au vecteur d’onde. Plus précisément,
il s’agit d’'un champ vectoriel tournant dans le plan orthogonal au vecteur d’onde du laser. En effet,
considérons un vecteur d’onde de la forme k;, = (k1,0,0) et supposons que ’atome b soit maintenu a
Porigine du systéme de référence. Le champ magnétique artificiel (éq. - s’écrit sous la forme du
produit vectoriel de kj, et du gradient d’une fonction scalalre ne dépendant que de ry, = 14, qui est
dirigé selon e,, en coordonnées sphériques (r,, 6, ¢) (éq. . Il en découle que B( ) est dirigé selon
ey, ce qui correspond & un champ magnétique tournant dans le plan y, — z4. Ce comportement est

illustré sur la figure pour le champ magnétique artificiel Bfll).

Aa{; [nT.m]
J

FIGURE 7.9 — (a) Champ magnétique artificiel Bgl), dans le plan y, — 2z, (x4, = 0) pour k;, = kre,,
ressenti par l’atome a lorsque 'atome b est situé a lorigine du systéme de coordonnées. (b) Unique

composante non nulle du potentiel vecteur artificiel A,(ll) en fonction r4, pour différentes valeurs de la
fréquence de Rabi (de gauche a droite |2|/27 = 1000, 100, 10, 1,0.1 MHz).

Comme en régime de blocage dipolaire, la fréquence de Rabi ne modifie pas qualitativement la

forme des potentiels de jauge artificiels. La figure[7.9(b)| représente la composante selon e, du potentiel

scalaire Afl ) en fonction de la distance entre atomes pour différentes valeurs de la fréquence de Rabi

(19| /27 = 1000, 100, 10,1,0.1 MHz). Nous constatons que plus la fréquence de Rabi est grande, plus
I'intervalle de distance sur lequel les potentiels varient appréciablement est court. De plus, cet intervalle
de variation est déplacé vers les faibles valeurs de r,,. En conséquence, 'intervalle sur lequel le champ
magnétique artificiel est non négligeable présente le méme comportement. De plus, la valeur maximale
du champ magnétique artificiel augmente avec la fréquence de Rabi. Les potentiels vecteurs artificiels
AE?) et A,(lg) et les champs magnétiques associés B((ZZ) et ng) sont influencés d’une maniére similaire
par la fréquence de Rabi.

Afin d’estimer l'ordre de grandeur de l'intensité des champs magnétiques artificiels, rappelons les
valeurs de la fréquence de Rabi, || /27 = 6.5 Mhz, de la longueur d’onde du laser, Az, = 296 nm et du
décalage en énergie, hV (rqp) = h 3200 [Mhz.um?®]/r3, [um?]. Dans ce cas, nous obtenons des champs
magnétiques artificiels dont ’intensité maximale correspond & un champ magnétique réel de ’ordre du
mT agissant sur un électron et qui varient sur un intervalle de distance entre atomes de quelques pm.
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Remarquons que Bgl) prend une valeur maximale sensiblement plus importante que les deux autres
champs magnétiques artificiels.

L’évolution adiabatique de 1’état interne de I’atome conduit également & "apparition de potentiels
scalaires artificiels. L’expression analytique de ceux-ci étant trés longue et peu explicite, nous ne la
reproduirons pas ici. Les potentiels scalaires sont identiques pour les deux atomes car leur position
n’intervient dans iV qu’au travers de r,, = |r, —r3| et Pexpression des potentiels scalaires artificiels est
donnée par la somme des modules au carré des projections du gradient de I’état interne commun aux
deux atomes sur le sous-espace orthogonal. La figure représente d),(f) (i =1,2,3) en fonction de la
distance entre atomes. Comme précédemment, les potentiels scalaires artificiels varient essentiellement
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FIGURE 7.10 — Potentiels scalaires artificiels ¢’ (i = 1,2,3) en fonction de 7, (trait plein). A titre
de comparaison, les potentiels scalaires artificiels découlant de ’hamiltonien effectif H’bd,eﬁr (éq. 1}
sont également représentés (trait discontinu). La distance critique 7., donnée par 1’équation , est
indiquée sur les graphiques.

dans l’intervalle de distance ou le systéme passe du régime de blocage dipolaire au régime d’atomes
indépendants. De méme, le potentiel scalaire (;5((12) (a = a,b) et son équivalent calculé en régime de

blocage dipolaire ¢§[) présentent qualitativement la méme dépendance spatiale alors que (/5513) et ¢&+)
ont une dépendance spatiale complétement différente.
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7.2.2 Désaccord en fréquence non nul

Intéressons-nous & présent & l'influence du désaccord en fréquence sur les potentiels de jauge
artificiels. Pour un désaccord en fréquence arbitraire, les potentiels vecteurs artificiels sont donnés par

A

A = EﬁkL (7.27)
avec
A; =(2h6 — 3E;)?[h?(166% + 9|Q?) + 3(8hd + 3E; — 3hV)(E; — hV)]
B; =162E} + 108%i(26 — 3V)E? — 613(26 — 3V)(166% — 9|Q|? — 120V E; (7.28)

— 54h%(46% — 3% — 3V?)E? + 1*[46%(320% + 45|Q|%) + 3V (86% + 9|Q|)(3V — 80)].

ou E; (i =1,2,3) est ’énergie propre de 1’état |x;) donnée par (7.19). Ceux-ci sont représentés sur
la figure pour différentes valeurs de §. Remarquons que les potentiels vecteurs sont tous propor-

ASLI.B, mT.m] Ag?; nT.m]
A
-4 -2+
-6
-8
-10
-12
t 5 10 15 20 5 oy pm]
(a) ALY (b) ALY

A®) T m]

T

FIGURE 7.11 — Potentiels vecteurs artificiels A’ (i = 1,2,3) pour k;, = (kr,0,0). L’unique com-
posante non nulle A((f?r est représentée en fonction de la distance interatomique 7., pour différentes
valeurs du désaccord en fréquence. Les courbes en trait continu noir correspondent & un désaccord en
fréquence nul. Les courbes en trait discontinu correspondent & 6/27 = +3 MHz (w < wy,) et celles en
trait épais et gris & §/2r = —3 MHz (w > wp).

tionnels au vecteur d’onde kj,. Le champ magnétique artificiel s’obtient au moyen de ’équation ([5.9)).
Comme pour un désaccord en fréquence nul, nous obtenons des champs magnétiques artificiels tour-
nant dans le plan perpendiculaire au vecteur d’onde du laser. Les amplitudes de ces champs sont
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représentées sur la figure [7.12) en fonction de la distance entre atomes pour différentes valeurs du
désaccord en fréquence positives et négatives (/27 = 0,4£3 Mhz). Tout comme dans le régime de

BYmT
a (b[ ] Bff;[an]

N A Tap[1m]

25

e

0 5 10 15 20

F1GURE 7.12 — Amplitudes des champs magnétiques artificiels Bff) en fonction de la distance inter-
atomique pour différentes valeurs du désaccord en fréquence. Les courbes en trait continu noir corres-
pondent & un désaccord en fréquence nul. Les courbes en trait discontinu correspondent & §/27w = +3

MHz et celles en trait épais et gris & /27 = —3 MHz.

blocage dipolaire, les potentiels vecteurs artificiels et les champs magnétiques associés sont fortement
influencés par le désaccord en fréquence. Une valeur négative du désaccord en fréquence (w > wp) a
pour effet de diminuer les variations spatiales des potentiels vecteurs, ce qui se traduit par une diminu-
tion de 'intensité des champs magnétiques artificiels associés. A 'inverse, lorsque § > 0 (w < wy) les
potentiels vecteurs varient de maniére plus marquée en fonction de r, et sur un intervalle de distance
entre atomes légérement plus court, ce qui entraine une augmentation notable de ’intensité maximale
des champs magnétiques artificiels au détriment de ’intervalle de distance interatomique sur lequel
ils prennent des valeurs non-négligeables. Remarquons que le potentiel vecteur A[(l?’) voit I'apparition

d’un second point d’inflection lorsque le désaccord en fréquence est positif ce qui se traduit par un

second changement de signe de B((f’).

Nous avions mis en évidence lors de l’é¢tude des potentiels de jauge artificiels issus de ’évolu-
tion adiabatique des états propres de ’hamiltonien effectif flbd_eg, dans la sous-section un
brusque changement de signe des champs magnétiques artificiels & une distance entre atomes telle que
V =44§/3. La figure compare les champs magnétiques artificiels obtenus & partir des états propres
des hamiltoniens ﬁbd et ]?Ibd,eff pour un désaccord en fréquence positif (6/27 = 3 Mhz). Bien que les

champs magnétiques artificiels B,(f) (B,(f)) et B,(lz) (Bff’)) coincident & de faibles distances interato-

miques, B? et B® ne présentent pas de brusques changements de signe pour V(r,,) = 46/3. Notons
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FI1GURE 7.13 — Comparaison entre les amplitudes des champs magnétiques artificiels calculés a partir
de ’hamiltonien Hq (trait plein) et de ’hamiltonien effectif Hid—off (trait discontinu). Les amplitudes
des champs magnétiques artificiels sont représentées en fonction de la distance entre atomes pour un
désaccord en fréquence §/27 positif valant 3 Mhz. La distance critique 7., donnée par I’équation ,
est représentée sur le graphique.

que Bf{o’)

présente un changement de signe & une distance similaire, mais qui ne correspond aucune-
ment & celui se produisant pour Bgﬂ. Nous en concluons que le changement de signe de Bfli) lorsque
V(ray) = 46/3 est un artefact provenant des approximations effectuées pour dériver ’hamiltonien
effectif (6.7).

Le désaccord en fréquence influence également les potentiels scalaires artificiels. Ceux-ci sont re-
présentés sur la figure pour différentes valeurs du désaccord en fréquence (6 = 0,43 Mhz). Le
désaccord en fréquence a un effet similaire sur les potentiels scalaires & celui observé sur les poten-
tiels vecteurs. Plus précisément, lorsque § < 0, les potentiels scalaires subissent des variations moins
importantes en fonction de la distance entre atomes. A Dinverse, lorsque § > 0, les variations de ¢((f)
sont plus marquées et pour ¢ suffisamment grand, un maximum local apparait. Nous avions égale-
ment constaté I’apparition d’un extremum dans les potentiels scalaires ¢((xi) calculés & partir des états
propres de ’hamiltonien Hya—ost (c.f. ﬁgure. La ﬁgurecompare les potentiels scalaires obtenus
a partir des états propres |x;) (i = 2,3) de Hpq & ceux obtenus en considérant les états propres |y )
de ’hamiltonien effectif. Les potentiels scalaires artificiels ¢&2) et ¢>,(f) ont qualitativement la méme

((;r), bien que coincidants a de faibles distances interatomiques, ont un

forme. Au contraire, gb&g) et ¢
comportement totalement différent lorsque r,, augmente. Le potentiel scalaire artificiel ¢&+) passe
par un minimum de valeur nulle tandis qu’a une distance comparable, QS(O?) présente un maximum.
La différence de comportement entre QS((XS) et qﬁ((j) pour 74 = 7. provient des approximations utilisées
pour obtenir ’hamiltonien effectif Hyd—off.

De maniére similaire & ce qui se passe en régime de blocage dipolaire, lorsque nous considérons
un décalage en énergie AV (r.,) négatif, effet du signe du désaccord en fréquence est inversé. Un
désaccord en fréquence négatif tend & augmenter les variations des potentiels de jauge artificiels en
fonction de la distance interatomique, ce qui conduit & des champs magnétiques plus intenses. Au
contraire, lorsque § > 0, les variations spatiales des potentiels de jauge artificiels sont plus faibles et
les champs magnétiques résultants ont une intensité moindre. Ce comportement provient certainement
de la présence de termes du type dV, invariant sous 'effet d’'un changement de signe simultané de ¢
et V', mais la complexité des expressions analytiques des potentiels et champs de jauge artificiels rend
difficile une interprétation précise de lorigine de ce comportement. De plus, les champs magnétiques
artificiels Bg) et Bg) calculés avec AV (rq) < 0 sont de sens opposés par rapport au cas ou ils sont
calculés avec AV (r4p) > 0. Ce phénomeéne, absent en régime de blocage dipolaire, est également difficile
A interpréter au moyen des expressions analytiques correspondantes.
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FIGURE 7.14 — Potentiels scalaires artificiels d),(li) (i = 1,2, 3) en fonction de 7, pour différentes valeurs
de §. Les courbes en trait continu noir correspondent & un désaccord en fréquence nul, celles en trait
discontinu & §/2m = +3 MHz et celles en trait épais et gris & §/2m = —3 MHz.
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FIGURE 7.15 — Comparaison entre les potentiels scalaires artificiels (b,(f) ( ,(13)) en trait plein et qﬁf(;)

( ff)) en trait discontinu. Les potentiels scalaires sont représentés en fonction de rq, pour §/2m = 3

Mhz. La distance critique r., donnée par I'équation (6.8)), est représentée sur le graphique.



Conclusion

L’objet de ce mémoire est la simulation de champs de jauge par le biais de I’évolution adiabatique
de ’état interne d’atomes neutres plongés dans des faisceaux lasers. Nous avons présenté de maniére
originale diverses méthodes d’obtention de tels champs artificiels proposées dans la littérature. Nous
avons également examiné ’effet des interactions dipolaires électriques entre atomes neutres dans ce
contexte.

Nous avons tout d’abord présenté les outils nécessaires & la compréhension de ’émergence de
potentiels de jauge artificiels induits par l'interaction entre atomes neutres et lasers. Au chapitre [1]
nous avons rappelé les concepts sous-jacents & la théorie électromagnétique et aux théories de jauge
dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste. Dans le chapitre [2, nous avons introduit le
théoréme adiabatique ainsi que le concept de phase géométrique (ou de Berry) qui en découle. Le
chapitre [3] a été consacré a l'approche semi-classique de Dinteraction entre lumiére et atomes, ces
derniers étant modélisés par des systémes & deux ou trois niveaux.

Au chapitre [ nous avons exposé diverses méthodes d’obtention de potentiels de jauge artificiels.
Nous nous sommes focalisé sur les potentiels et champs de jauge artificiels qui émergent de I’évolution
adiabatique des états habillés d’atomes neutres & deux et trois niveaux en interaction avec des champs
lasers. Dans le cas d’atomes a deux niveaux, nous avons étudié les potentiels et champs de jauge de
maniére extensive dans une nouvelle paramétrisation des états propres de 'hamiltonien interne. Par
ailleurs, nous avons associés aux faisceaux lasers des densités de charge et de courant artificielles,
sources des potentiels de jauge artificiels. Lors de la discussion de l’origine physique des potentiels de
jauge artificiels, nous avons exposé le lien étroit entre le potentiel vecteur et la phase géométrique.
De plus, nous avons donné une interprétation simple des potentiels vecteur et scalaire artificiels,
respectivement, en terme de la valeur moyenne et de la variance de l'opérateur impulsion dans ’état
interne de ’atome. Nous avons ensuite discuté de la généralisation de ce raisonnement & des cas plus
complexes, notamment au cas d’états propres internes dégénérés qui conduit & I’appariton de potentiels
de jauge artificiels non-abéliens. Nous nous sommes également intéressé aux réalisations expérimentales
de ’équipe de Y. Lin [31H33] qui ont mis en évidence pour la premiére fois ces potentiels de jauge
artificiels.

La seconde partie de ce mémoire a été consacrée a I’étude des potentiels de jauge artificiels prove-
nant de I’évolution adiabatique de I’état interne d’un systéme a deux atomes dans différents régimes.
Au chapitre [5] nous avons montré que les potentiels de jauge artificiels ressentis par des atomes in-
dépendants sont strictement identiques & ceux obtenus en ne considérant qu’un seul atome. Nous
nous sommes ensuite concentré sur un systéme composé de deux atomes & deux niveaux interagissant
au travers de l'interaction dipolaire électrique. Dans le chapitre [] nous avons exposé une maniére
simple de modéliser I'interaction dipolaire entre atomes par ’ajout d’un terme décrivant le décalage
en énergie du niveau doublement excité & ’hamiltonien décrivant la dynamique interne des atomes.
Nous avons expliqué comment, ce décalage en énergie peut mener au phénoméne de blocage dipolaire.
Afin de simplifier I’analyse des potentiels de jauge artificiels, nous avons dérivé un hamiltonien effectif
qui décrit la dynamique interne des atomes en régime de blocage dipolaire. Le chapitre [7] fait I'objet
de I’étude extensive des potentiels de jauge artificiels qui émergent de I’évolution adiabatique de I’état
interne de ce systéme de deux atomes en interaction dipolaire plongés dans un champ laser dont le
désaccord en fréquence ¢ et la fréquence de Rabi ) sont homogénes et constants. Nous avons montré
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que chaque atome est soumis & un champ magnétique artificiel tournant dans le plan orthogonal au
vecteur d’onde du laser, centré sur la position de ’autre atome et d’une intensité de ’ordre du milli-
tesla. Les champs magnétiques artificiels prennent des valeurs non négligeables lorsque le systéme passe
du régime de blocage dipolaire & courtes distances interatomiques au régime d’atomes indépendants
a grandes distances. Ce comportement se démarque de celui du cas d’atomes indépendants, ou les
champs magnétiques artificiels sont non nuls uniquement si le désaccord en fréquence ou la fréquence
de Rabi est non homogéne. De plus, dans le cas d’atomes indépendants, nous avons montré que la
direction du champ magnétique artificiel est fixée et ne correspond aucunement & un champ tournant.
Ces différences proviennent du fait que le décalage en énergie du niveau doublement excité depend
de la distance entre atomes. Dans le cas d’atomes en interaction dipolaire électrique, le désaccord en
fréquence § modifie sensiblement les champs de jauge artificiels. Lorsque § < 0, le champ magnétique
artificiel est moins intense qu’a la résonnance (6 = 0). Inversément, un désaccord en fréquence positif
a pour effet d’augmenter ’intensité du champ magnétique artificiel.

En perspective de ce travail, il serait intéressant de généraliser les résultats obtenus dans ce mémoire
A la situation ou le désaccord en fréquence ou la fréquence de Rabi dépendent de la position des
atomes. De méme, I’étude d’un systéme de deux atomes & trois niveaux en interaction dipolaire
électrique constitue une extension naturelle de ’analyse proposée dans ce mémoire. Cette situation
est particuliérement pertinente car il s’agit de la configuration utilisée dans la plupart des expériences
traitant du blocage dipolaire. Enfin, il serait intéressant d’étudier la dynamique du mouvement global
des atomes en interaction dipolaire électrique, afin de déterminer si les potentiels de jauge artificiels
établis au chapitre [7] peuvent notamment conduire a apparition d’états liés.
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Annexe A

Mouvement quantique d’une particule
chargée dans des champs
électromagnétiques

A.1 Généralités

Dans cette annexe, nous nous intéressons au mouvement d’une particule chargée plongée dans
des champs électrique et magnétique. D’un point de vue classique, le mouvement de la particule est
décrit par la seconde loi de Newton ou la force agissant sur la particule est la force de Lorentz
. De maniére équivalente, le mouvement de la particule en utilisant les formalismes lagrangien ou
hamiltonien.

Lors du passage de la description classique & la description quantique, les différentes grandeurs
physiques introduites précédemment deviennent des opérateurs agissant sur des fonctions d’ondes
appartenant a un espace d’Hilbert. A la position r est associée 'opérateur position # = (&, 7, 2). De
méme, & I'impulsion canonique p est associée ’opérateur impulsion f) Ces opérateurs sont liés par
les relations de commutation [48]

[Pa, 78] =0, [Pa,Ds] =0, [fa,Dp] =ihdap (A.1)

ot les indices o et 8 courent sur z, y ou z et oll dog vaut 1 si @« = 3 et 0 sinon. A partir de ces
opérateurs, ’opérateur hamiltonien du systéme H est obtenu en remplacant dans ’expression ((1.10)
les différentes variables canoniques par les opérateurs correspondants, ce qui donne [48]

H= w +qo(t, t). (A.2)

L’évolution quantique d’une particule chargée plongée dans des champs électrique et magnétique est
donc décrite par I’équation de Schrodinger (1.19). En utilisant ’équation ([1.9) faisant le lien entre
I'impulsion canonique p et la vitesse v, il est possible de définir I'opérateur vitesse

V= %(f) — qA(1,1)). (A.3)

Remarquons que 'opérateur vitesse peut aussi étre déduit du commutateur entre ’hamiltonien et
lopérateur position [8]
[H, 7). (A.4)

Vo =

1. En mécanique quantique, 'opérateur impulsion est le générateur des translations spatiales |3|
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Au moyen de I'opérateur vitesse, il est possible de réécrire ’hamiltonien sous la forme

ja %m? +qb(i, b). (A.5)

Il est utile de calculer les relations de commutation des opérateurs vitesses et positions et celles des
composantes de 'opérateur vitesse entre elles. Nous avons [8}/48|

. ih
[TOMUB] = Eéaﬁ
: (A.6)
ars] = LS e B (1)
Y=T,Y,2

avec By la composante du champ magnétique dans la direction e, et €,3 le symbole de Levi-Civita
donné par l'équation (1.23)). Ces relations de commutation ont pour conséquence qu’il existe une
relation d’incertitude entre les mémes composantes de la position et de la vitesse de la particule [48],

h
ArgAvg > 5 (A.7)
avec Ar, et Av, les écarts quadratiques moyens des opérateurs correspondants. Cette relation est la
méme que pour une particule libre (car dans ce cas, on a simplement v = p/m) et donc, la présence
d’un champ électromagnétique ne modifie pas cette relation d’incertitude.
Il est intéressant d’étudier I’évolution temporelle de la valeur moyenne des opérateurs r et v. Pour
rappel, I’évolution temporelle de la valeur moyenne d’un opérateur O est donnée, en vertu du théoréme
d’Ehrenfest [48], par

d T, A = 0 A
210y = ([0, ) + (O, (45)
En appliquant ce résultat a ’opérateur position, nous obtenons [8}48]
i) = @) (A9)
dat" '

ce qui correspond au résultat classique. De méme, nous avons pour ’évolution de la valeur moyenne
de la vitesse [8,/48]

d . .
m (V) = (F(E.%,1) (A.10)
F(f,v,1) = g(A x B(t,t) — B(E, 1) x ¥) + qB(%, ). (A.11)

Ce résultat rend bien ’équation de Newton (1.1) avec la force de Lorentz ([1.2]) symétrisée sur et v
car ces deux opérateurs ne commutent pas.

A.2 Champ magnétique homogéne

A.2.1 Traitement classique
Equations de Newton pour un champ B homogéne

Considérons le cas particulier d’'un champ magnétique homogéne, B = Be,, et d’'un champ élec-
trique nul [48]. Dans ce cas, les équations du mouvement ([1.1)) fournissent le systéme d’équations

mx = qyB
myj = —qiB (A.12)

mz = 0.
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Ce systéme admet pour solution

x(t) = xo + 7 cos(wet + ¢Po)
y(t) = yo + rsin(wet + ¢o) (A.13)
Z(t) =20+ UO,zt

ou ro = (20,%0,20), Vo = (V0,z,v0,y, V0,2), T €t ¢ sont déterminés par les conditions initiales. Dans la
direction e, du champ magnétique, la particule se déplace en ligne droite & vitesse constante. Dans
le plan & — y perpendiculaire au champ magnétique B, la particule effectue un mouvement circulaire
uniforme & vitesse angulaire

B
.= lg|= A.14
w an (A.14)

de rayon r et centré en ro = (2o, yo). La fréquence correspondante, f. = w./2m, est appelée fréquence
cyclotron. Le mouvement global de la particule est une hélice d’axe paralléle & e.. Le mouvement dans
le plan a — y est décrit par le vecteur r(t) = (x(¢),y(¢)) et la vitesse dans ce plan est v, = dr/dt.
Dans un systéme de coordonnées dont 'origine est située en rg, la position de la particule est donnée
parr’ =r —rg avec

w
¢ (A.15)
’ vz ()
y(t)=—
We
En repassant aux coordonnées r, nous obtenons
4
x(t) = x0 + v (®)
We (A.16)
(1) = o~ 21
) Yo 0,

Hamiltonien du systéme

Le cas du champ magnétique uniforme considéré précédemment est décrit par I’hamiltonien

(P —qA)?
H=——". A7
o (A.17)

I est commode de décomposer cet hamiltonien en un terme H) dépendant des coordonnées dans la
direction paralléle au champ magnétique constant et en un terme H, décrivant le mouvement de la

particule dans le plan perpendiculaire & B. L’hamiltonien du systéme s’écrit dés lors

H=H, +H, (A.18)
o (b —qA? + oy —gA) _ 1,
H, = 5 = im(vw +vy) (A.19)
« (p: —qA)* 1,
H = o, = 3™ (A.20)

Afin de résoudre de déterminer le mouvement de la particule & partir de 'hamiltonien (A.17), il est
nécessaire de fixer la jauge. Dans le cas qui nous intéresse ici, deux choix de jauge particuliérement
simples sont
— lajauge de Landau dans laquelle A = (—By, 0,0) [12]. Cette jauge a la propriété d’étre invariante
par translation selon e, et e,.
— La jauge axiale dans laquelle A = (B xr)/2 = (—=By/2, Bx/2,0) [4§]. Cette jauge est invariante
par rotation autour de I'axe Oz paralléle au champ magnétique.
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Constantes du mouvement

Le systéme formé d’une particule plongée dans un champ magnétique uniforme présente plusieurs
constantes du mouvement. Intéressons-nous & ces quantités conservées car elles joueront un role im-
portant dans la compréhension du mouvement quantique.

Tout d’abord, les hamiltoniens H, et H| sont indépendants du temps car il s’agit des énergies
cinétiques associées respectivement aux mouvements perpendiculaire et paralléle au champ magné-
tique [48]. Le carré du rayon r de la trajectoire circulaire dans le plan x — y est aussi une constante
du mouvement [48]. En effet, les équations et impliquent la relation

9 2

= H A21
r oz (A.21)

qui montre que r? est une quantité conservée.
Notons 6 le moment de quantité de mouvement mv calculé par rapport au centre de la trajectoire

circulaire dans le plan = — y,
0 =(r—rp) x mv. (A.22)

A partir des équations (A.16) et (1.9), la composante selon l'axe e, de 6 vaut

0. =m(z —zo0)vy — (¥ — Yo)va]
2 A.23
_2, (4.23)
We
qui montre que 6, est également une quantité conservée.
Remarquons que la composante L, du moment cinétique L = r x p dépend du choix de jauge
effectué et n’est en général pas une constante du mouvement, [48].

A.2.2 Traitement quantique
Généralités

Afin de déterminer la dynamique d’une particule chargée plongée dans un champ magnétique uni-
forme, il faut trouver les valeurs propres et les états propres de I’hamiltonien H obtenu en substituant
la position et I'impulsion par les opérateurs correspondants dans ’expression . Cet opérateur
hamiltonien peut se réécrire comme son analogue classique sous la forme

H=H, + I:I” (A.24)
avec ( A4 ( 42
o Pz — qA, +ﬁy*q y 71 A2 a2
H, = 5 = 2m(vz + vy) (A.25)
et A2
A D, — 1
A= e L e (A.26)
2m 2

Lorsque B = Be., les relations de commutation canoniques (A.l) entre les opérateurs impulsions et
positions restent inchangées, de méme que celles des opérateurs vitesse et position (A.6). Par contre,
les relations de commutation entre les composantes de la vitesse se simplifient et nous avons

[@xvﬁz} = [ﬁy»ﬁZ] =0
. igh e (A.27)
[0y, Uy] = WB =i~

Nous en déduisons que les écarts quadratiques moyens de 0, et ¥, vérifient la relation d’incertitude [48]

hlwe|
> . .
AvgAvy > o (A.28)
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A partir ces relations de commutation, il est possible de montrer que H, et H | commutent et donc,
que les valeurs propres de H peuvent s’écrire sous la forme F' = F, + E) avec E| et E) les valeurs
propres de H, et ﬁl\ [48].

Nous pouvons définir les opérateurs positions du centre de la trajectoire circulaire par analogie
avec les grandeurs classiques correspondantes par [8L/48]|

R .0 R . Uy
wo::vfwfyv Jo =9+ —. (A.29)

c (&

Les opérateurs I et 9y commutent avec I’hamiltonien total H et donnent lieu & des constantes du
mouvement comme en mécanique classique. Cependant, ils ne commutent pas entre eux,

ih
o, 0] = —— A.
[Z0, go] 4B’ (A.30)
et il existe une relation d’incertitude entre &g et o [8]
AzgAyg > N (A.31)
02Yo = 2B .

ou Azg et Ay sont les écarts quadratiques moyens des opérateurs correspondants. Ces deux opérateurs
sont incompatibles et il est impossible de connaitre simultanément ces deux grandeurs physiques avec
une précision arbitrairement grande.

Afin de calculer les énergies propres et les états propres du systéme, il est nécessaire de fixer la
jauge. Dans un premier temps, nous travaillons dans la jauge de Landau.

Jauge de Landau

Dans cette jauge, le potentiel vecteur n’a qu’une composante non-nulle, A = (—yB,0,0), ce qui
entraine 0, = p,/m et U, = p,/m. L’hamiltonien décrivant le mouvement paralléle au champ magné-
tique prend dés lors la forme H | = p2/(2m) de ’hamiltonien d’une particule libre & une dimension.
Cet hamiltonien admet pour vecteurs propres des ondes planes (z|p,) = exp(ip.z/h) avec p, € R
et d’énergie propre E| = p?/(2m). Au global, les fonctions propres de H peuvent s’écrire sous la
forme [12]

’l/J(CL', Y, Z) = 1/& (.’E, y)eiPZZ/h (A32)

ou ¢, (x,y) est fonction propre de I'hamiltonien H, . Dans la jauge de Landau, ’'hamiltonien H
prend la forme

H = (A.33)

2m

Comme I’hamiltonien (A.33) commute également avec ’opérateur p,, nous pouvons construire la
)

fonction propre ¥, (z,y) comme état propre commun des opérateurs H, et p,. Comme (x|p,) =
exp(ip,z/h) est état propre de 'opérateur p, de valeur propre p,, nous pouvons écrire [8,/12]

Yu(a,y) = dly)er=/m. (A.34)
En injectant cette expression dans I’équation de Schrédinger indépendante du temps
Hipy (z,y) = ELv (2,y) (A.35)

et en remplagant p par AV /i, nous obtenons [8,[12]

e 1, ,
om 9y + g (Y —v0)" | d(y) = E19(y) (A.36)
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avec Yo = —py/(gB) et w. donné par (A.14). Cette équation est formellement identique a celle décrivant
un oscillateur harmonique & une dimension [8,/12]. Nous en concluons que les valeurs permises de
I’énergie sont

1
El,= (n + 2> hw, (A.37)
avec n un entier positif ou nul. Les états propres correspondants sont donnés par
1 _ w—u)? Y — 1o
- 22, A.38
b S (439
avec £, = ﬁ la longueur magnétique et H,(y) les polynomes d’Hermite [8}12].
Au total, le spectre de ’hamiltonien global H est donné par
1 p?
En,. = = | hw, = A39
po= () ek 25 (4.3
avec pour fonctions propres
1 2 2 —_ .
- —(y—v0)*/263, Y~ Yo\ jitpaatpaz)/h A4
(01, 9) =~ e 1, () (A.40)

oun=20,1,2,... et p, € R. Les niveaux d’énergie sont appelés niveaux de Landau. Les densités
|¥np.|* et courants de probabilité de présence j (éq. ) associées aux niveaux de Landau sont
illustrées sur la figure Nous constatons que les densités et courants de probabilité de présence
sont importants dans les mémes régions de ’espace. Les courants de probabilités sont paralléles & la
direction e, et sont dirigés vers la droite lorsque y < 0 et vers la gauche lorsque y > 0. Remarquons
que dans cette jauge, la composante y de 'opérateur position du centre de la trajectoire circulaire
s’écrit

N P
=—=. A4l
Yo 4B ( )
Les états propres (A.40)),fonctions propres de p,, sont donc aussi états propres de 'opérateur gy de
valeur propre yg = —p,/(¢B). Ce résultat permet de comprendre la forme de la fonction d’onde. La

dépendance en z de la fonction d’onde apparait au travers d’une onde plane et 1, ;. (r) est complé-
tement, délocalisé dans cette direction. Cela peut se comprendre au vu de 'inégalité (A.31)). En effet,
comme 1, ,_(r) est une fonction propre de gy, Ay est nul et nous n’avons aucune information sur
la position zg (Azg = o0). De plus, ce résultat illustre bien le caractére non-intuitif de l'opérateur
impulsion p en présence d’un champ magnétique. Nous constatons ici que ’opérateur p,, ne représente
pas une composante de la quantité de mouvement mais est lié & la composante y de la position [8].

Comme le spectre en énergie ne fait pas intervenir la valeur propre p, € R apparaissant
dans ’expression des vecteurs propres, les niveaux d’énergie sont infiniment contintiment, dé-
générés [12]. Néanmoins, le degré de dégénérescence peut étre rendu fini en restreignant dans le plan
x — y le mouvement de la particule chargée & une région rectangulaire grande mais finie de surface
S = L,L,. Dans cette situation, le nombre de valeurs discrétes permises de p, dans un intervalle
Ap, vaut L, Ap,/(27h) [12]. Toutes les valeurs de p, qui conduisent & une position du centre d’orbite
Yo = —p./(¢B) dans la surface S sont permises (le rayon de la trajectoire circulaire est ici négligé par
rapport & L, supposé grand), ce qui conduit & la condition

0<yo <Ly (A.42)

qui donne & Ap, = ¢BL,. Par conséquent, le nombre d’états pour n et p, donné vaut ¢BS/(2mh) [12].
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FIGURE A.1 — (a) et (b) Deunsités de probablité de présence des niveaux de Landau n =0 et n = 4
dans le plan = — y. Ces densités de probabilité sont invariantes par translation dans la direction e,.
(c) et (d) Densités de courant de probabilité de présence des niveaux de Landau n = 0 et n = 4 dans

le plan x — y.

Jauge axiale

Nous allons maintenant chercher les énergies et fonctions propres de ’hamiltonien H (éq. )
en se placant dans la jauge axiale. Dans cette jauge, le potentiel vecteur vaut A = (B x r)/2 =
(=By/2,Bx/2,0). Remarquons de suite que ’hamiltonien I;IH (éq. ) est le méme qu’en jauge
de Landau et les énergies propres et fonctions propres associées sont respectivement données par les
expressions E) = p?/(2m) et (z|p.) = exp(ip.z/h). Nous allons donc nous concentrer uniquement sur
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’hamiltonien H, (éq. (A.26)). Dans la jauge axiale, H, prend la forme [48]

I_:r _ (ﬁz - qA:c)Q + (ﬁy - qu)2
L=
2m

. 2 . 2
e we \*, (By , @,
(-50) ()
7ﬁ§+ﬁ§ mw?

Tom ts @)
A2 ~2 2

Dy +D mw; . .
=Tt s @

. w

1

2

(A.43)

We
2
We 2

L.
2

(DyZ — D)

ol w, est donné par I'éq. ( , L, est la composante z de I'opérateur de moment cinétique orbital
L = xp et Hy, est 'hamiltonien d’un oscillateur harmonique & deux dimensions isotrope de fréquence

w = w/2. Les opérateurs ﬁmy et L, forment un E.C.O.C. et les vecteurs propres de H, sont les
vecteurs propres communs de H,, et L, que nous allons maintenant construire.
L’hamiltonien H,, peut s’écrire sous la forme H,, = H, + H, avec

N H2 1
i, = 21’—1 + 3w

f;l X (A.44)
© D 24

H, et fIy sont deux hamiltoniens d’oscillateur harmonique & une dimension indépendants. Si les
vecteurs |n,) (respectivement |n,)) forment une base d’états propres de H, (H,), les états

12y 1y) = [N2) @ 1) (A.45)

forment une base d’état propre de H,, [48]. Il est commode d’introduire les opérateurs a, et @, d’an-
nihilation d’un quantum d’énergie relatif aux mouvements d’oscillation selon x et y respectivement,

e (20

A \f "20 .gz (A.46)

o= (ot %)
ot g = {,, et po = h/L,,. La seule relation de commutation non-nulle est

a0, al) = [ay,a]) = 1. (A.A47)
Définissons les opérateurs nombres de quanta i, = alé, et i, = ala, qui sont tels que

a|Na) = Na|Na) (A.48)

ol nyg € Ret o =x, y. Dés lors, il est possible de réécrire I’hamiltonien sous la forme

Hyy = hw(ala, +ala, +1). (A.49)

2. Un ensemble complet d’opérateurs qui commutent (E.C.O.C.) est un ensemble d’opérateurs :
— qui commutent deux & deux;
— pour lesquels il existe une seule base orthonormée de vecteurs propres communs & tous les opérateurs.
Dans ces conditions, la donnée des valeurs propres de tous les opérateurs est suffisante & déterminer de maniére univoque
un vecteur propre commun unique [48].
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Les énergies propres du systéme sont données par
Epy = hw(ng +ny + 1) (A.50)

et les états propres correspondants sont obtenus & partir de I’état fondamental par la relation
1

e, ny) = —m=

L’état |0,0) est obtenu en résolvant les équations a,|n, = 0) = 0 et G,|n, = 0) = 0. On voit de suite
que les niveaux d’énergie F,, sont dégénérés car il existe plusieurs combinaisons des nombres n, et

(ak)"=(af)"10,0). (A.51)

ny qui donnent la méme énergie et donc ffxy ne forme pas un E.C.0.C. |48]. L’opérateur L. exprimé
en fonction des opérateurs d’annihilation et de création s’écrit

. =ih(a}a, — alay) . (A.52)

Remarquons que les opérateurs f{xy et L. commutent. Définissons les opérateurs d’annihilation de
quanta circulaires droit et gauche aq et ag,

1
g = —Q(dz — idy)
| (A.53)
g = —=(ag + idy)
2
La seule relation de commutation non-nulle est
[, a}) = [ag, af] = 1. (A.54)

De plus les opérateurs nombre de quanta ng = &szd et g = d;f]dg associés permettent d’écrire [48]

Hyy = hw(ng+ng+1)

. (A.55)
L, = h(hg—ny).
Ces deux opérateurs admettent comme valeurs propres
E,,=h(ng+n,+1) =hwn+1
y = hes(na + g +1) = heo(n + 1) s

L, =h(ng —ng) =hm

avec ng et ny des nombres entiers positifs ou nuls et n = ng+mny4 et m = nqg —n,. Les vecteurs propres
communs correspondants sont

1 ~T\ng (AT
gt )" @) 10,0) (A.57)
:

L’effet de l'opérateur a, est d’augmenter I’énergie de /uw et d’augmenter le moment cinétique de A
alors que 'opérateur dg augmente de la méme maniére ’énergie mais réduit le moment cinétique de
h. La donnée de n et m est équivalente a la donnée de N4 et ng et détermine de maniére univoque la

base d’états propres communs. 1l s’en suit que H, 2y €t L, forment un E.C.0.C. [48].

|ndﬂn9> =

Revenons au calcul des énergies et fonctions propres de H | . En utilisant I'expression des opérateurs
H, et L, en fonction de 74 et 74, nous obtenons

=+ L
) o (A.58)
= c | Mg 5 .
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Les vecteurs |nq,ng) sont donc bien vecteurs propres de H | de valeur propre

1
E| = hw. (’I’Ld + 2) (A59)

oll ng est un entier positif ou nul. Les états propres |nq,n,) sont illustrés sur la figure Nous
retrouvons comme il se doit le méme spectre en énergie que dans la jauge de Landau. Comme les
énergies propres E| ne dépendent pas de ng, les niveaux d’énergie sont infiniment dégénérés [48].
Néanmoins, la composante z du moment cinétique permet de classer ces états de méme énergie.

Il est possible de montrer que I’opérateur associé au carré du rayon de la trajectoire classique (A.21))
R? = (& — #0) + (§ — §j0)? prend la forme

2 .

R? = H, (A.60)

2
mwg

identique a celle de la grandeur classique correspondante. Il s’ensuit que R2 est une quantité conservée.
De meéme, 'opérateur éz, associé a la composante z du moment de quantité de mouvement calculé
par rapport au centre de la trajectoire circulaire dans le plan x — y, obéit & la méme relation
que son homologue classique et est aussi une quantité conservée [48]. Enfin, définissons I'opérateur 72
correspondant, au carré de la distance entre le centre de la trajectoire classique dans le plan z — y et

P’origine du systéme de référence. Cet opérateur vaut

7 = a5 + 95 (A.61)
1l est possible de montrer que [4§]
h
g = —— (g +1). (A.62)

Les vecteurs |ng,ng) sont également états propres de 73 de valeur propre fi(n, + 1)/(mw.). L'impos-
sibilité d’annuler cette valeur vient du fait que [, §o] # 0 [48].

Pmax Pmax

y/gm
y/f'm

0

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
JZ?/[,,,, I/gm
(a) ng=ng =0 (b) ng=2etng =1

FIGURE A.2 — Densités de probabilité de présence associées aux états propres [ng = 0,n, = 0) et
|nd = 2,ng = 1> de Hl.
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A.3 Champ électrique uniforme

A.3.1 Traitement classique

Nous allons & présent étudier le mouvement d’une particule chargée dans un champ électrique
uniforme E = Eye,. Dans cette situation, la force de Lorentz (1.2) se raméne & F = gFEge, et les
équations du mouvement admettent comme solution [49]

E
q 0t2

t) = 2zt
x(t) = xo + o, +2m

y(t) = yo + voyt (A.63)

Z(t) =20 + U()_’Zt
avec ro = (Zo,%0,20) €t Vo = (Vo,z, V0,4, V0,-) la position et la vitesse initiales de la particule. Cette
solution correspond & un mouvement uniformément accéléré dans la direction paralléle au champ
éléctrique et & un mouvement & vitesse constante dans les autres directions.
L’hamiltonien du systéme est donné par I’expression dans laquelle les potentiels scalaire et
vecteur sont choisis de maniére & correspondre & un champ électrique constant. Un tel champ électrique
peut notamment &tre obtenu & partir des deux choix de jauge suivants [49]

o(r,t) = —FEgx et A(r,t)=0 (A.64)

et
¢ (r,t) =0 et A'(r,t) = —Fpe,t. (A.65)

Les potentiels (¢, A) et (¢', A’) sont reliés entre eux par une transformation de jauge (1.21)) avec pour
fonction de jauge x(r,t) = —Epxt.

A.3.2 Traitement quantique

Afin de déterminer la dynamique quantique d’une particule chargée plongée dans un champ élec-
trique uniforme, considérons 1’équation de Schrodinger [49]

.0 A
zhad)(r, t) = Hy(r,1) (A.66)

oil H est hamiltonien du systéme dans la jauge lb et est donné par

. ]52 132 ]52
H=|-% —qEx )+ 2L+ = (A.67)
2m 2m  2m
avec p = —ihAV. Comme I'hamiltonien H commute avec les opérateurs p, et p., la solution peut
s’écrire sous la forme
W(r,t) = w(x’t)ei(pyy—pf,tﬂm)/ﬁei(pzz—pit/Zm)/ﬁ (A.68)

ou la dépendance en y et z est celle d’'une onde plane qui est ’analogue quantique du mouvement
classique & vitesse constante. Il reste donc & trouver la dépendance en = de la fonction d’onde. Dans
ce but, il faut résoudre 1’équation de Schrodinger & une dimension

ihgpole,t) = (2 - aboe ) (o) (4.69)

Ce probléme correspond a celui d’une particule uniformément accélérée. Il se résout aisément en

utilisant la représentation |p). Si au départ, la fonction d’onde ¢ (z,0) est un paquet d’ondes gaussien,
1

w(ﬂj, 0) = \/?e_rz/ﬂﬂ (A?O)

$
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avec (§ écart-type de la gaussienne, son évolution temporelle est donnée par [49]

1 — qEyt?
Y(x,t) = —)eXp (inox g-0

ByA(L+it Grm

ol tg = m3?/h est le temps caractéristique d’étalement de la fonction d’onde. La densité de probabilité
|t(z,t)|? est représentée sur la figure (A.3)). Il est possible de montrer que la valeur moyenne de

> exp (—(x — qFEot?/2m)? /232 (1 + it/to)) . (AT1)

o

1 Pmax

t/to

FIGURE A.3 — Densité de probabilité de présence associée a la foncion d’onde ¢ (z,t) en fonction de
la position et du temps dans le cas d’une particule de charge négative et d’un champ électrique dirigé
selon e,. Remarquons que la densité de probabilité trace une parabole dans le plan = — t.

Pimpulsion dans cet état au temps ¢ suit la relation [49]
(B)e = (D)o + qEot (A.72)

ce qui correspond au résultat classique. De méme, si le paquet d’ondes gaussien est initialement centré
en zp = 0, la valeur moyenne de le position au temps ¢ est donnée par [49]
o qutQ

(@) ==~ (A.73)

qui de nouveau correspond au résultat classique.

Considérons a présent le méme probléme dans la jauge (A.65). Dans cette jauge, ’hamiltonien
commute toujours avec les opérateurs p, et p, et la dépendance en y et en z est la méme que précé-
demment. Il reste & résoudre ’équation de Schrédinger a une dimension

9 (Pz + qEOt)2
ih=—1' (x,t) = —"2 o)/ (x,t
st t) = P )
i Eotp Eot)?
_ ( Pz, 9Boths | (aFit) V(1) (A.74)
2m m 2m

= (IA{O + I:Ilt + I:IQtQ)?/)/(JI,t).
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Cette équation peut étre résolue en intégrant par rapport au temps. Nous obtenons [49)]
d}/({]}7 t) — 6_i(ﬁ0t+ﬁlt2/2+ﬁ2t3/3)/ﬁw/(af, 0) (A75)

Comme H’O, H; et H, commutent entre eux, il est possible de réécrire la fonction d’onde sous la forme

(flEo) 3

W () = e~ ) h =i I —8(BED /Ry (5 ). (A.76)

Afin de résoudre ce probléme, considérons ’action successive des trois opérateurs pour un état initial
gaussien (A.70). L’application de exp(—ip2t/2mh) donne [49]

. | .
wh(x,t) = e~iPat/2mhi__~ ~352 1 e~ ”/26% (1+it/10) (A.77)
VB 1/ + z—

correspondant & un étalement du paquet d’ondes mais pas & une translation. L’effet du second opéra-
teur est obtenu en se souvenant que l'opérateur p génére les translations dans l’espace [8]. Son effet
est de translater le paquet d’ondes ¢, selon [49]

(A.78)

. 2,3
Le dernier terme exp (—%(%)) constitue simplement un facteur de phase. Au total, la fonction

d’onde du systéme est donnée par [49]

W (2,1) = M(ll‘t)e—wfiﬁfﬂ exp (—(m - qfot )2/26%(1 + zt/to)> (A.79)
T + Z%

Il est aisé de vérifier que les solutions w(x t) et ¢/(z,t) calculés dans les jauges ) et (A.63)
sont reliées par la transformation de jauge

W (,t) = e FXEDy (1) (A.80)

avec x(r,t) = —Epxt.
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