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Exercices d’électromagnétisme

|—Calcul vectoriel

Une courbe C est paramétrée par un chemin r(t) = (z(t), y(t), z2(t)).
L'intégrale curviligne (ou circulation) d'un champ vectoriel A le long d'une courbe
orientée C = {r(t) : t € [ta,tB]} est notée

tp
/A -df et est par définition égale a / A(r(t)) - ﬂdt
c — ta dt

%k

Une surface S est paramétrée par une couverture (r(u,v), K) ou

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) et (u,v) € K = [Umin, Umax| X [Umin, Umax]-
L'intégrale superficielle (ou flux) d'un champ vectoriel A sur (au travers de) la
surface orientée S est notée

/ A -ndS et est par définition égale a // A(r(u,v)) » (Our X dyr)dudv
e I K
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|—Calcul vectoriel

Quelques primitives a connaitre...

/ % dz = In(z) (1) /ﬁ dz = arcsinh(z) (4)
/ 1—1—#:62 dz = arctan(x) (2) /\/% do — m (5)

T _ 1 1 . x
/(1+m2)3/2dw_ V1+ 22 ) /(1+x2)3/2dx_\/1+x2 (©)

Changement de variable régulier z = z(y)

b v dil]‘
/ f@de= [ faw) G dy

avec a’ = limg_q y(z) et b’ = limy,_p y(x)

Remarque : e Toutes les primitives sont définies a une constante additive pres.

e arcsinh(z) = In(z + V1 + 22).
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|—Calcul vectoriel

Formule de Gauss (du flux ou d’Ostrogradsky)

Pour tout volume donné V dont la frontiére est une surface S réguliére, c'est-a-dire
admettant une normale extérieure n presque partout, on a

/SA-ndS:/V(V-A)dV

Formule de Stokes(-Ampére)

Pourvu que A et V x A soient continus dans un domaine contenant la surface S
ouverte, limitée par le contour C, on a

yéA-dez/s(va-nds

avec les regles de signes habituelles concernant n et le sens de parcours de C.
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|—Calcul vectoriel

ClL.

C2.

C3.

C4.

C5.

Cé6.

Démontrez que le produit scalaire entre deux vecteurs polaires (resp. axiaux)
est un scalaire (qui ne change donc pas de signe sous I'action d'une réflexion).

Démontrez que le produit vectoriel entre deux vecteurs polaires définit un vecteur
axial.

Démontrez que le produit mixte entre trois vecteurs polaires est un pseudosca-
laire.

Justifiez le fait que la position, la vitesse et la quantité de mouvement d'une
particule sont des vecteurs polaires, tandis que le moment cinétique est un
vecteur axial.

Démontrez que le produit scalaire entre un vecteur polaire et un vecteur axial
définit un pseudoscalaire.

Démontrez que le produit vectoriel entre un vecteur polaire et un vecteur axial
définit un vecteur polaire.
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|—Calcul vectoriel

. 7 . - 2 2 . .
C7. Calculez la dérivée du champ scalaire V(r) = xe ™42 dans les directions
1
n—

(1, 11) et n' =cospe, +sinpe,.
C8. Dans une région de I'espace régne le potentiel électrostatique
V(x,y) = 10(2zy — 3z° — 4y® — 18z + 28y + 12).

Déterminez la position et la hauteur du maximum de potentiel. Déterminez
ensuite la direction et le module de la plus grande pente au point (1,1).

, L —1
C9*. Effectuez le développement en série de |r —r'| ™" aux alentours de r' = 0
jusqu'a l'ordre 2 inclus.
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|—Calcul vectoriel

C1o.

Cl11.

C12.

Montrez que la divergence et le rotationnel du champ A = ar/r3 sont nuls
Vr # 0 mais que le flux au travers d'une surface sphérique de rayon R entourant
I'origine est non nul. Remarque : le champ coulombien en est un cas particulier.
Formellement, on obtient le méme résultat par application de la formule de Gauss avec
V.A =4rad(r).

Montrez que le champ inhomogéne A = (—z,y,0) est simultanément indiver-
gentiel et irrotationnel.

Montrez que le champ

A== (% %»0)
p 2 +y?’ 2%ty

est simultanément indivergentiel et irrotationnel ¥ p # 0, mais que la circulation
le long d'une boucle entourant I'axe e, est non nulle. Calculez celle-ci pour un
tour complet dans le sens trigonométrique autour de e, .
Solution : gSCA - df = 27. Remarque : Formellement, on obtient le méme

résultat par application de la formule de Stokes avec V x A =

2m6(p)o(w) ez/p = 2w (z)(y) €.
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- Calcul vectoriel

Intégration

C13. Calculez les intégrales (pour a > 0)

R T
I = ——dx
' /0 Va? +a?
0 1
I, = ——d
2 /0 21 a2 x

R
I3=/ In(z) dz
1

Solution: I1 = vVR?+a? —a, I =7/(2a) et [s = RIn(R) — R+ 1.
C14. Calculez I'intégrale (pour a > 0)

6(2")0(y" — a)xjo,r)(2') av'.
r3 \/(a—a2)2 + (a—y)?+ (2/)?

Solution : I = arcsinh(R/a).

I =
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|—Calcul vectoriel

C15. Calculez I'intégrale volumique
A= v(r)dV,
R3
ol le champ vectoriel v(r) exprimé en coordonnées sphériques est donné par
v(r) = sin(20)6(r — R) e,.

Solution : A = 7°R%e. /2.

C16. Calculez la circulation du champ vectoriel A = zy e, + 2e, + z e, le long de
la courbe C paramétrée par le chemin r(t) = (at,a/t,8) pour ¢t : 1 — 2, ol
a, B €R.
Solution: [ A-df=a*In2—«

c

C17. Calculez la circulation du champ vectoriel A(r) = r/r® le long de la courbe

C={r(p)=(1+ %) (cospe, +sinpe,): ¢ € [0,27]}.

Solution : § A(r) - d€ = 0.



Exercices d’électromagnétisme

|—Calcul vectoriel

C18.

C109.

C20.

Soit le champ de force F = ye, — x e, + €. et une courbe C paramétrée par le
chemin r(6) = (a — ¢+ ccosf) e, + (b+ csinf) e, + c*fe, pour §: 0 — 27
ol a,b,c € R. Quelle est la forme de cette courbe ? Montrez que fc F-d¢=0.
Ce résultat implique-t-il que F est un champ de force conservatif ?

Solution : / F.df¢=0. Non
c

Montrez que I'ellipse d’équation 902/(12 + ;1/2/172 = 1 peut étre paramétrée par le
chemin

r(t) = (asint,bcost), t € [0, 27].
Soit le champ vectoriel F = y(42? + y?) e, + z(22% + 3y?) e,. Calculez sa
circulation le long de I'ellipse parcourue dans le sens trigonométrique (¢ : 0 —
27). Si I'ellipse est parcourue dans le sens horloger (¢ : 2r — 0), que vaut alors
la circulation ?
Solution : —%wba3, %wbaB
Vérifiez la validité de la formule de Gauss en calculant i) le flux du champ
vectoriel F(r) = ar/(r? + a®)*? au travers de la surface définie par I'équation
|r| = v/3a et ii) I'intégrale volumique de la divergence de F(r) sur le volume
Ir| <V3a.

Solution : On obtient 3‘[% dans les deux cas.
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= Electrostatique

Force de Coulomb : F(r) = gE(r) avec E(r) = —VV (r)

r’:rB

Travail de la force de Coulomb : Weouomb(ra — rg) = / F(r')-de¢
r'=ry
Potentiel et champ électrique :
Particules ponctuelles Distribution de charges
47T€0 Z |r—rl| 47T€0 |r—r’|
r—r; N T—T1 ,
E(r r)——=dV
471‘602(1 |r — ;|3 (r) = 471‘60/1;17( )|r—r’\3
Variation de potentiel électrique :
r'=rq
V(I‘l) — V(I‘z) = —/ E(I‘/) . dfl = _WCoqumb,qzl c(r2 — I‘1)
r’'=ro

Energie potentielle électrique : U(r) = ¢V (r)
Loi de Gauss et équation de Poisson : V - E(r) = p(r)/eo, AV (r) = —p(r)/eo
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= Electrostatique

1 qgy
4dmeg vy — 1]

Energie électrostatique : U = Z

paires
=5 [ pwveav =5 [ Berw
v R3
: . 1 p-r 1 p p-r
Al % . — E(r) = ——+3
Dipéle électrique ponctuel : V (r) pr— (r) Treo ( " + 5 )
Moment dipolaire électrique : p = / p(r)rdV
v
1 L r—r .
E(r) = T Ax)——zdl A(r) = densité linéique de charge au
Teo Je v —r| point r (en Cm™%)
1 ,or—1 , . .
E(r) = 4—/ o(r')——mzdS o(r) = densité surfacique de charge
e Js e — x| au point r (en Cm~—2)
1 L r—r , L .
E(r) = T p(r )mdv p(r) = densité volumique de charge
0Jy -

au point r (en Cm™3)
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= Electrostatique

E1l. Une barre de longueur L porte une charge @) répartie uniformément sur toute
sa longueur. Calculez la force exercée par cette barre chargée sur une charge

ponctuelle g placée a une distance p de la barre dans le plan de symétrie.
Calculez le potentiel électrique dans ce plan.

1 Qq e
dmeo p/p? + (L2

_Q L
V—27r€0Larcsh %

E2. Un disque de rayon R situé dans le plan x — y porte une charge ) répartie
uniformément sur toute sa surface. Calculez la force exercée par ce disque chargé
sur une charge ponctuelle ¢ placée en r = (0,0, z) sur I'axe de symétrie du disque
(Oz). Calculez le potentiel électrique sur cet axe.

. Qq z z
Solution: F= ——— [ =~ — ——— ]e,
Solution omeor? \J2] =) °

O (VT2 -2)

- 2meg R?

Solution: F =
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= Electrostatique

E3.

E4.

En coordonnées sphériques, un champ vectoriel E a pour expression E(r) =
(er + =2 e,)/r. Ce champ peut-il correspondre au champ électrique généré

sin 6
par une distribution de charges statiques ? Si oui, quelle est cette distribution ?
. . €0 sin ¢
Solution : Oui. p(r) = — _
T p(r) r? sin? 0

Une sphére de rayon R, centrée sur |'origine, a sa moitié supérieure (z > 0) char-
gée uniformément en surface avec une densité surfacique de charge o. Calculez
la différence de potentiel électrique entre le point P de coordonnées cartésiennes
(0,0, R) et I'origine.

. oR
Solution : V(P) — V(O) = (V2-1)

~ 2
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= Electrostatique

E5. Calculez le potentiel et le champ électrique
au point ro = (a,a+/3/2,0) créé par le
systeme de charges ponctuelles représenté qge y= —=
sur la figure ci-contre. Calculez le travail
fourni par la force de Coulomb suite au
déplacement d'une charge ¢’ du point rg
a l'origine O. Calculez I'énergie électrosta- q 1) q

tique de la distribution de charges. a a T
T=-3 T=3
. _(6+ V3)q

Solution : V(rg) = 7127“(”

B(ro) = 5t (9+«f 3,1+ 3V3, 0)

6
Weosors — _M
12mepa
3q2

4mega
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= Electrostatique

E6.

E7.

E8.

EQ.

Un plan infini (x — y) est chargé uniformément avec une densité surfacique de

charge o. Calculez le champ électrique en tout point de I'espace.
oz

Solution: E = — —e,
2€0|Z|
Un condensateur plan est formé de deux plans (z — y) de densités de charges
opposées o qui se font face. Calculez le champ électrique en tout point de
I'espace.

. o .
Solution : E = —e, entre les plans et est nul ailleurs.

€0

Un fil infini est chargé uniformément avec une densité linéique de charge .
Calculez le champ électrique en tout point de I'espace.

Solution: E =

e

2meap ©
Un cylindre infini de rayon R est chargé uniformément en volume avec une
densité volumique de charge po. Calculez le champ électrique en tout point de
I'espace.

pop ®po

TR . R
Solution : E = —e, a l'intérieur du cylindre, E =
260 2€

e, en dehors.
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= Electrostatique

E10. Une sphére de rayon R est chargée en surface avec une densité surfacique de
charge o(0,¢) = oocosf. Calculez la charge totale et le moment dipolaire
électrique de cette distribution de charges. En déduire une expression pour le
potentiel électrique a grande distance (r > R).

R300 cos 6 R?
0 o

fam oy — _ 3 —
Solution: ¢ =0, p = (47/3)R°0pe;, V(r) = P 3

E11*. On considére un ensemble de 4 charges ponctuelles : deux charges +q en
r = (+£a,0,0) et deux charges —q en r = (0, +a,0). Calculez la charge totale,
le moment dipolaire électrique et les composantes du tenseur quadripolaire
de cette distribution de charges. En déduire une expression pour le potentiel
électrique a grande distance (r > a).

2 2 _ 2 4
Solution: @ =0,p=0, V(r) = iqa xrisy + 0 (%)
TEQY
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L Electrostatique

E12.

E13.

E14.

E15.

S Mg _
Solution : v1 = o2, U2 =

Deux charges ponctuelles g1 et g2 de méme signe, initialement au repos, sont
séparées d'une distance d. Calculez la vitesse des deux charges ponctuelles apres
un temps infini (on négligera I'émission de rayonnement par les charges).

g192 2
4megd ma (1+%)

Une boule isolante de rayon R porte une charge totale () répartie uniformément
dans tout le volume. Calculez I'énergie potentielle de la boule.

3 Q7
Solution: U = - ———
54megR

Une coquille sphérique de rayon R est chargée uniformément sur toute sa surface
avec une densité surfacique de charge o. Calculez I'énergie potentielle de la

coquille.

. 2 R3¢0
Solution: U = ———
€0
Un électron situé dans une région de |'espace ol régne un champ électrique

E(r) = z%e,, est initialement 3 la position r; = (1,2,0) avec une vitesse de
module v;. Que vaut vy, le module de sa vitesse, a la position ry = (2,4,1)7

2 _ 146
2

Solution : vy =4 /v avec e la charge élémentaire.
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= Electrostatique

E16*. Une diode est un élément électronique composé d'un cristal de silicium isolant dopé
avec des impuretés rajoutant des porteurs de charge libres. La zone p est porteuse de
trous (charge positive) tandis que la zone n est porteuse d'électrons (charge négative).
Une fois la mise en contact des deux zones, la migration des porteurs donne lieu, a
une dimension, a la densité de charge illustrée ci-dessous.

p(x)

p-type
silicon

n-type
silicon

Anode Cathode B P |
Tt x
Anode : Cathode p-
- Justifiez la densité de charge de la figure
- Calculez le champ et le potentiel électrique le long de I'axe = ?
2
. . _ . 2 p_x_ p—x .
Solution: o V(z)=0siz<z_, V(z)= %x EO Tt g S
2
_ Pt 42 P+1+ —T- g
- <z<0, V(z) = —Gegt T+ o+ 2 3eg S
0<z<zyetV(z)= p;’:}‘*’ (x4 —:c,) six >y
. p_x p_xr_ .
@ E(x)=0siz<xz_ oux>x+,E(x):—260x+T5|

m_§x<0etE(x):%x+%siO§m<m+
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L Magnétostatique

Force magnétique : F(r) = gv x B(r) avec B(r) =V x A(r)
Champ magnétique B(r) et potentiel vecteur A(r) :

/ /
Ho g r—r Lo de
s — Hoy
B(r) = 47 ygde( ) |r — /|3 Ar) dr Jo |r — 1|
/
_ Mo er/ r—r / _ Ho
B(r) = 47r/v‘](r)>< |r—r’|3dv 4 Jy, |r —1/|

Densité de courant : j(r) = p(r) v(r), Courant : [ = /j- ndS
s

Energie magnétique : U = %/ A-jdv = i/ |B(r)[?dV
A 3

Dipdle magnétique ponctuel : A(r) = ZO mxr , B(r) = Ko (

rr)
4
1
Moment dipolaire magnétique : m = 5/ r X j(r)dV
%
m = [ Sn pour une boucle de courant plane
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L Magnétostatique

M1.

M2.

Calculez le champ magnétique produit par le passage d'un courant constant
d’intensité I dans un fil rectiligne infiniment long.

. I

Solution : B(r) = &ew
2mp
Deux fils infinis paralléles, séparés d'une z
distance 2a, sont parcourus par des cou-
rants opposés d'intensité I (voir figure).
Calculez le champ magnétique en tout ; ;
point de I'espace o
x @ a y

Solution : B(r) = (Bg, By, 0) ou
Hol a—y a+y
B, = =~
°T o <x2+(y—a)2+w2+(y+a)2)
ml (= @
2 \22 + (y—a)? 22+ (y+a)?

By =
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L Magnétostatique

M3.

M4.

Considérez une boucle circulaire de rayon R (dans le plan zy) parcourue par un
courant constant d'intensité /. Calculez le champ magnétique généré par cette
boucle en tout point de I'axe de symétrie.

I R®
Solution: B(r = ze;) = %m e

Une bobine de Helmholtz est constituée de deux boucles circulaires paralléles, de
rayon R, situées en z = ta/2 et parcourues par un courant constant d'intensité
1. Déterminez la séparation optimale a entre les deux boucles de maniére a
obtenir un champ magnétique le long de I'axe z le plus uniforme possible aux
alentours de I'origine.

Solution:a =R
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L Magnétostatique

M5.

M6.

Calculez le champ magnétique au point O
produit par le passage d'un courant surfa-
cique constant (densité surfacique K) au

T
travers du ruban circulaire représenté ci-
contre.
K Ry
Solution : B(0) = #2% 1 (22 ) e
Solution : B(0) = ¥5% 1n ( 22 ) e
Un ruban de largeur L et de longueur infinie, situé dans le plan x —y et paralléle

a l'axe e, est parcouru par un courant constant d'intensité I s'écoulant vers
les z < 0. Calculez le champ magnétique en tout point de I'axe Oz traversant
le ruban en son milieu.

ion : _ ol L
Solution: B(ze.) = 1 arctg (22) ey
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L Magnétostatique

M7*. Calculez le champ magnétique sur |'axe de symétrie d'un solénoide parcouru
par un courant constant d’intensité I. Le solénoide possede NN spires de rayon
R sur une longueur totale L.
Solution : B(r) = pont ac — v L
2 |\VR?+a22 J/R2+(z-L)?
ol n = N/L est le nombre de spires par métre.

€y

M8. Calculez le champ magnétique en tout point de I'espace
créé par un cylindre infini de rayon R parcouru par une
densité de courant constante j(r) = je..

Hol

%ew p=R

Solution : B(r) = ot [ = TR?j
polp
orpz® P T

E
\T/
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L Magnétostatique

M9. Calculez le moment dipolaire magnétique
de la boucle de courant représentée ci-
contre. Déduisez-en |'expression du champ
magnétique 3 grande distance (r > R, L).
Solution: m = IR(2L + 7R) e,

ol R(2L + 7R) ( e.
B=""—"_ V(-
47

3 5

M10. Calculez le moment dipolaire magnétique de la
boucle de courant représentée ci-contre. Déduisez-
en |'expression du champ magnétique a grande dis-
tance (r > a).

Solution : m = I2a°(0,—1,1)
Ipo2a® /e, —e. —y+z
B-— ( v 3 )
47 r3 + rd r
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L Magnétostatique

M11. Dans trois expériences réalisées séparément, des particules chargées sont en-
voyées avec une vitesse connue dans une région de champ magnétique homo-
geéne. Les résultats de mesures donnent

Vi = V1 €g F1 = 2q1v1Bo(ez — 2ey)

Vo = V2 €y F2 = q2v2Bo(4e; — €2)
V3 =uv3e, Fs = q3v3Bo(ey — 2e5)
Déterminez le champ magnétique B.

Solution : B = By (e, + 2ey + 4e.)

M12. Une charge ponctuelle ¢; de vitesse vi (v1 < ¢) produit un champ magné-
tique B(r) = 42¢1 ¥L5°= oli e, est un vecteur unitaire qui pointe de ¢; vers r.

47
Montrez que la force magnétique sur une seconde charge ¢2, de vitesse va, est

donnée par Fy/3(r) = 2 42 vy x (v1 X e,). Calculez |a force Fy/; de g2 sur

q1- Aton Fy/p = —Fy ), 7

Solution : Seulement dans le cas ou les charges se déplacent selon des
trajectoires paralleles cote a céte.
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(= Magnétostatique

M13. Calculez le champ magnétique associé au potentiel vecteur

A(r) = —l;LﬂIlnpez

ol p = /x? + y? est la distance par rapport 3 I'axe Oz. Quelle densité de
courant est a |'origine de ce champ magnétique ?
I I~ (s .
Solution : B(r) = gLeq,, soit le champ magnétique généré par un fil
o
infini parcouru par un courant constant d'intensité I.

M14. Calculez le champ magnétique associé au potentiel vecteur

A(r) = Ape,
Quelle densité de courant est a |'origine de ce champ magnétique ?
A A
Solution : B(r) = =2 e, et j(r) = 02 e,
p top
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L Electrodynamique

Force de Lorentz : F(r,v,t) = q (E(r,t) + v x B(r,t)) (référentiels inertiels)

Equation de Maxwell :

V-E(r,t) = p(r,t) ( Gauss )
€0
V-B(r,t) =0 ( .monc?poles magnétiques )
jamais observés
V x E(r,t) + %:’t) =0 ( Faraday )
V x B(r,t) — poco aEé;’ 2 = poj(r,t) ( Ampére-Maxwell )

Potentiels électromagnétiques et transformation de jauge :

E=-_vv-24 A=A+ Vy

ot
— vy 9%
B=VxA Vi=v-—
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L Electrodynamique

Remarque : les dépendances spatiale et temporelle des champs sont implicites

Ef?  |B]
Densité d'énergie élm. : u¢m(r,t) = colE” + B[ [J/m?]
2 2/.L0
Densité d'impulsion élm. : pem(r,t) = poeoS(r,t) [kg.s/m’]
Vecteur de Poynting. : S(r,t) = ﬂiE x B [J/ms|
0
Champs radiatifs :
p(tr) sinf
Erad(r,t) ~
a(r;t) Amegc? 1 €0
er X Enq(r, t) P(tr) sinf
Brad(r,t) =~ =
a(r,t) c 4megcd 1 e

ol p(tr) fvp r,t,)rdV est le moment dipolaire électrique de la distribution de
charges évalué au temps retardé ¢, =t — r/c, et I'axe z est dans la direction de

B(tr) = B(tr) e-.



Exercices d’électromagnétisme

(= Electrodynamique

ED1. Montrez que les potentiels vecteurs

A(r) = (30/2)(—2179670)T (jauge symétrique)
A(r) = Bo(0,2,0)" (jauge de Landau)

décrivent tous deux un champ magnétique homogeéne selon Oz d'intensité By.
Trouvez une transformation de jauge qui relie A(r) et A'(r).
Solution : x(r) = %xy +C

ED2. La jauge axiale est définie par V(r,¢) = 0. Montrez qu'il est toujours possible
de se placer en jauge axiale, et qu’en I'absence de charges, les conditions de
jauge axiale et de Coulomb (V - A = 0) peuvent ére choisies simultanément
(jauge de radiation).

ED3. Soient les potentiels A(r,t) = (ze 7% 0,0) et V(r,t) = 0. Donnez I'ex-
pression de potentiels équivalents vérifiant la condition de jauge de Cou-
lomb (V- A = 0) ou de jauge de Lorentz (V - A = —eopuodiV).
Solution : Ces deux jauges ne fixent pas les potentiels de maniére uni-

voque. Une solution possible est :
Acoulomb = 0, Veoulomb = _(Fx2/2) efl"t’
ALorentz - xe—l‘t’ VLorentz == (62/F) e_Ft-
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L Electrodynamique

ED4. Trouvez des potentiels A(r,t) et V(r,t) qui décrivent une onde électromagné-
tique monochromatique plane (w = kc),
E(r,t) = Eo cos(k - r — wt), B(r,t) =

X cos(k - r — wt)

il

Eo
C

Solution : A(r,t) = E0 sin(k - r — wt) et V(r,t) = 0 (3 une transforma-
tion de jauge prés).

ED5. Soient les potentiels électromagnétiques

ez(k:r—wt)

A(r,t) = R[Ac(r,t)] et V(r,t) =0 ol Ac(r,t) = Ao —

ol R[] désigne la partie réelle, w = kc et Ag est un vecteur réel constant.
Calculez les champs E(r,t) et B(r,t) correspondants ainsi que le vecteur de
Poynting associé a ces champs. Montrez que ces champs représentent une onde
électromagnétique dont I'intensité ne dépend pas de la direction mais seulement
de la distance par rapport a l'origine.
Solution : B(r,t) = R [(Ac(r,t) xr) (& — )],

E(r,t) = RiwAc(r,t)] et

S(I‘, t) _ —wsin(kr—wt) (COS(kT27Wt) + ksin(l:ﬂrfwt)) (AO,TAO _ A%er).

por




Exercices d’électromagnétisme

L Electrodynamique

EDG6. Trouvez les champs et les distributions de charge et de courant qui correspondent

aux potentiels A(r,t) = — %3, V(r,t) = 0.
Utilisez ensuite la fonction de jauge x(r) = —47360"% pour transformer ces

potentiels. Discutez.
Solution : E(r,t) = =2 B(r,t) = 0, et p(r,t) = ¢é(r), j(r,t) = 0,

dmeg r3!
ce qui correspond a une charge ponctuelle au repos a I'origine

du systeme de coordonnées.

ED7. On consideére les champs

L gr

E(r,t) = 0(vt — 1), B(r,t) = 0.

4meg 13

Montrez que ces champs satisfont aux équations de Maxwell et calculez les
sources correspondantes.
Solution : p(r, t) = —qd(r)0(t) + — (vt — 1),

qor 4mr?
j(r,t) = p— o(vt — ).
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L Electrodynamique

ED8*. Soit un condensateur constitué de deux plaques cir-
culaires de rayon a espacées d’'une distance h < a.
Sous I'action d'un courant I(t), les plaques du
condensateur acquiérent une densité surfacique de
charge +o(t) donnant lieu & un champ électrique
homogeéne de module E(t) = o(t)/eo au sein du
condensateur. On suppose une charge lente, c'est-
a-dire |dI(t)/dt| = 0. Calculez I'énergie électroma-
gnétique a l'intérieur du condensateur en fonction
du temps ainsi que sa variation temporelle. Calculez
le vecteur de Poynting et le flux d'énergie accumu-
|ée par le condensateur.

2 2
Solution : Uem (t) = ﬂazh% + wha'te (@>

16 \ S
%ﬁ(t) = Dem(t) = ma*heo B(t) == dE(t)
S(I‘, t) = —%E(t)dEdil(t)ep
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L Electrodynamique

ED9*. Un cadre métallique rectangulaire contenu dans le plan z —
y, de dimension L x £, est placé a une distance d d'un fil
électrique infini le long de I'axe e, parcouru par un courant
lentement variable I(t) = I sin(wt).

o Calculez le flux magnétique au travers du cadre
S, . €.
métallique. o
7 . 7 . 7 Yo '_>;'.
o Déterminez la force électromotrice générée dans le %, .
cadre métallique. e —
¢
[
d

Solution : B(#) = £elosintet) o
Dp(t) = “90f sin(wt) In (4L,
Estat (t) = —H5 IOZ weos(wt) In (4£E)




Exercices d’électromagné

(= Electrodynamique

ED10. Une source radioactive ponctuelle, initialement neutre (en ¢ = 0) et située
a l'origine, émet I' électrons d’'énergie F,- par seconde, de facon radiale et
isotrope (rayonnement 7). L'energie avec laquelle les électrons sont émis est
supposée grande par rapport a I'attraction électrostatique entre le noyau et les
électrons émis. On négligera également |'action des forces électromagnétiques
entre les électrons émis.

@ Quand les électrons se trouvant a une distance 7 de la source ont-ils été
émis ?
o Déduisez-en la densité volumique de charge p(r,t) du systéme et montrez
que la densité de courant est donnée par
Te H
i e, SIr<vU,- t

j(r,t) =
i t) 0 sinon

@ Déterminez le champ électrique en tout point de I'espace en tenant
compte de la charge ponctuelle positive (dépendante du temps) a I'origine.

o Déterminez le champ magnétique en tout point de I'espace.

o Calculez le vecteur de Poynting.



Exercices d’électromagnétisme

(- Electrodynamique

Source radioactive

Solution: v, = +/2E_ - /me,,

p(r,t) = eTtd(r) — 1L 1 0(v,—t — 1),

Anrd v,
1 el't el’ H
E(r,t) = ¢ 70 (F-7) e sir<ut
0 sir>v,-t

B(r,t) =0, S(r,t) = 0
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L Electrodynamique

ED11.

ED12.

Un électron est laché d'une hauteur h = 1 m. Que vaut le rapport entre |'énergie
électomagnétique rayonnée et I'énergie potentielle gravifique perdue par I'élec-
tron lors de sa chute?

Solution : )
AUraq e 2g —53
= —= =~ 2.528 x 10 1.
AU, 6megme3 V' h x <

Déterminez la durée de vie classique de I'atome d'hydrogene. Dans ce but,
considérez que I'électron parcourt initiallement un trajectoire circulaire de rayon
ao = 0.53 x 107'%m autour du noyau. La durée de vie classique de I'atome
d'hydrogéne est donnée par le temps que met |'électron pour dissiper toute son
énergie sous forme de rayonnement électromagnétique.

Solution :

A [ dreome 2
ty = — [ —22¢) a3 =1.56 x 10~ 5!
4 e2



Relativité restreinte




Exercices d’électromagnétisme

|—Relativité restreinte et électromagnétisme

Soient deux référentiels inertiels K et K’ d'axes paralléles. Lorsque K’ se déplace a
vitesse v par rapport a K, les composantes du quadrivecteur Ao = (4, A)
exprimées dans K deviennent dans K’ aprés transformation de Lorentz

{ A, = ~y(A—B-A)
A’ —yBA + (v —1)(B- A)B/B?

ol B=v/c, f=v/cety=(1—-p>)"12
Dans le cas particulier d'un boost avec v =ve,, on a

¢ (A — BAz)

o+

A, = (As 5At)
A = A,
AL = A..

Loi de composition des vitesses (pour des vitesses paralléles dirigées selon e;)

U = Uy + Vg
Tl vgug /e



Exercices d’électromagnétisme

|—Relativité restreinte et électromagnétisme

Soient deux référentiels inertiels K et K’ d'axes paralléles. Lorsque K’ se déplace a
vitesse v par rapport a K, le champ électromagnétique subit la transformation

{ E' = y(E+cBxB)-+B(B-E)/(y+1)
B' = y(B-BxE/c)—+*B(8-B)/(y+1)
ol B=v/c, f=v/cety=(1-p2)"12

Dans le cas particulier d'un boost avec v =ve;, on a

E., = E, B, = B,
E:l; = 7(By —cBB.) et B; = 7(By+BE./c)

E. = (B +cfB,) B. = (B:=BE/c).



Exercices d’électromagnétisme

|—Relativité restreinte et électromagnétisme

RR1. Calculez les champs électrique et magnétique créés par une particule pnctuelle
de charge g qui se déplace uniformément avec une vitesse v = v e;.

Solution : +q
E = T —vt,y,z
dmeo (V2 (z — vt)? + y2 + 22)3/2 ( )
et
vq
B = 3/2 (O,—z,y)

 4rmeoc? (V2 (z — vt)2 + y2 + 22)

—1/2 N p
avec y = (1 — 1;2/02) /2 et ot t, x, y et z sont mesurés dans
le référentiel du laboratoire.

RR2. Montrez que E? —¢?B? et E-B sont invariants sous |'effet d’une transformation
de Lorentz.
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|—Relatnnte restreinte et électromagnétisme

RR3. Dans un référentiel immobile K, un fil conducteur infini cylindrique de rayon
R est parcouru par un courant d’intensité I dirigé dans le sens du vecteur de
base e, et porte une densité de charge nette nulle. Ce courant est produit par
le déplacement a vitesse U d’'électrons répartis uniformément dans le fil. Un
second référentiel K’ se déplace A vitesse v parallélement au fil. Les vitesses U
et v doivent étre traitées de maniére relativiste.

@ Déterminez les champs électrique et magnétique dans K.
@ Déterminez la densité de charge nette percue dans K.
© Calculez la vitesse des électrons et des ions telle que percue dans K.

© Comment expliquez-vous que dans K’, on percoit une densité de charges
non-nulle ?



Exercices d’électromagnétisme

|—Relativité restreinte et électromagnétisme

Solution :
Q@ En posant p' = \/W e, = (0, v, z')/p/,

—1/2
e = (0,—2y)/p ety = (1—2v?/c?) """,
champs sont donnés par

yvpol Yol
B 2mp’ €' plzR 27rp’e<P' pIER
E = et B =
yopolp' ‘<R ypolp' o R
Torrz 0 P S orRz ¢ P <
0 P >R
(2] p;et =
ol /
“nerr P <R
’ U-+v ’
e.x — 7 . 7779 t i —
9 v, 1+0U/c? v, Y
@ Dans le reférentiel K', la densité de charges des électrons
pe=— (sgmg + ﬂR2C2) n'est pas égale a la densité de

charges des ions p; = 7ﬂR2U. On a bien plo, = pl. + pi.



Exercices d’électromagnétisme

|—Relauvnte restreinte et électromagnétisme

RR4. Deux plaques isolantes infinies séparées d'une distance d et paralléles au plan
x — y se déplacent ensemble 3 vitesse v = v e,. Dans le référentiel attaché aux
plaques, la plaque du dessus est chargée avec une densité de charge surfacique
+0o et celle du dessous avec une densité —o.

Déterminez I'amplitude et la direction des champs électrique et magnétique
entre les plaques pour un observateur au repos.

) o ;Yo 9, o\—1/2
Solution : E' = —Ze. et B' = Ze, avec v = (1 — v?/c .
Soluion 15 = ~ e, et B = %0, avec 5 = (1-1%/c)
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|—Annexes - Calcul vectoriel

AC1. Démontrez que les régles usuelles de dérivation d’un produit (régles de Leibniz)
s'appliquent au produit scalaire et au produit vectoriel, i.e.
d(A-B) dA dB d(A xB) dA dB

BHA-T5 @ @ (BrAx

dt dt
AC2*. Démontrez que la dérivée d'un champ scalaire V (r) dans la direction n,

oV(r) _ .. V(r+Ann)—V(r)
= lim
on An—0 An

est égale a VV (r) - n.
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e - Electrostatique

AE1”. Une surface carrée de coté a, contenue dans le plan z = 0 et centrée sur
I'origine, est chargée uniformément en surface avec une densité surfacique de
charge 0. Calculez le champ électrique en tout point de I'axe Oz. Considérez
la limite a — oo et la limite z > a.

Solution :

P 3 az
E(r=ze.) = / dy’
4meg -2 (y2 + 22)4/y2 + 22 + (%)2

o |4 / a?
:% ;arctan 1+@ —1le;
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e - Electrostatique

AE2. Calculez le potentiel et le champ électrique créé par une sphére de rayon R
chargée uniformément en volume avec une densité de charge po.

Potentiel électrique :

1 .Q (3 2
S 0.8 V(T) — 4meg R (5 - 2”‘?) r g R
= L9 r>R
0.4 4meg R
0
S Champ électrique :
B E = E,(r)r/r avec
- 1 Qr
: Em={ T S}
= 0.
K 4meq T2 r>R
Q:%g» 0.4 N 3
& ou Q = (4m/3)R’°po est la charge
0

totale.
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e - Electrostatique

AE3*. Le potentiel électrique créé par un atome d'hydrogéne neutre est de la forme
—ar
Vir)= 4 ¢ (1 + ﬂ). Déterminez la distribution de charge correspon-
deg 71 2

dante et donnez une interprétation a votre résultat.

3
Solution : p(r) = gé(r) — qsig
us

ar

, soit une charge ponctuelle positive

(proton) et une charge diffuse négative (nuage électronique).

AE4”. On considére un modele d’atome neutre dont la distribution de charges crée

L e "/ . . .
le potentiel électrique V(r) = %7 (potentiel de Yukawa). Déterminez
TEQ T
le champ électrique et la distribution de charges a |'origine de ce potentiel

électrique.

—r/a
q(r +ae q —r/a
( 47r50)(177‘2 e, p(r) = qd(r) e/

Solution : E(r) = = Iy
7/
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e - Electrostatique

AE5™.

AEG".

Estimez |'énergie électrostatique d'une paire d'ions dans un cristal unidimen-
sionnel, ou les ions positifs et négatifs de charge ¢ = +e sont séparés d'un
pas a. Suggestion : calculez le travail a fournir pour ajouter une paire d'ions a
une extrémité du cristal et utilisez le développement en série du logarithme :
ln(l—i—m):m—%—l—%—l—....

e?ln?2

2mepa

Solution : Upaire = —

Probléme de Thomson.

Sous l'effet de la répulsion électrostatique, N élec-
trons placés sur une sphére conductrice de rayon R se
répartissent de maniere a minimiser |'énergie poten-
tielle totale. Calculez cette énergie potentielle mini-
male pour N = 3 — 6. Les configurations d'équilibre,
illustrées ci-contre, sont respectivement un triangle,
un tetraédre, une bipyramide triangulaire et un octa-
édre. )

Solution : U = Z:;eR avec az = /3, aa = 3/3/2, a5 = 1/2+3V2+

0
V3, as = 3/2+ 62
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e - Electrostatique

AET*.

AES8".

AE9™.

Calculez la densité de charges induites sur un plan conducteur infini (z — 2)
relié a la terre lorsqu'une charge ponctuelle g est placée sur I'axe Oy a une
distance a du plan.

Solution : o(p) = —%W ol p =2+ 22

Un plan conducteur infini (x — z) est relié a la terre. On place sur I'axe Oy une
charge —2q a une distance a du plan ainsi qu'une charge +q a une distance
3a du plan. Calculez la force totale qui s’exerce sur la charge +q.

) 1 [29¢*
Solution : F = “ires <72a2) ey

Calculez la densité de charges induites sur une coquille sphérique conductrice
de rayon R reliée a la terre lorsqu’une charge ponctuelle ¢ est placée sur |'axe
Oz a une distance a > R du centre de la sphére.
2 2
q(a” - R°)

Solution : o(r) = TR —ae.] ou r € surface de la sphere
TR|r —ae.
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L Annexes -Magnétostatique

AML1. Calculez le champ magnétique au point O produit par le passage d'un courant
constant d'intensité I au travers du fil représenté ci-dessous.

Y

I Solution : B(O) = MOI

iR ©

<€ 10) <

AM2. Une boucle carrée de coté a est parcou-
rue par un courant constant d’intensité I.
Calculez le champ magnétique créé par la
boucle en tout point de I'axe z. a

pwol a’e, z

Solution : B(ze,) = 3
g ("4—2 + z2) L 422
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L Annexes -Magnétostatique

AM3.

AM4.

Un disque de rayon R chargé uniformé-
ment en surface (avec une densité superfi-
cielle de charge o) est porté en rotation a la
vitesse angulaire w. Déterminez le champ
magnétique créé par le disque en tout point
de I'axe z. Pour rappel, le champ de vi-

tesse est donné par v = w x r (avec ici 'h
Y

w = we;).
r w
Hoow R? + 222 }
Solution : B —— —2|z|| e,
(r) = 12 [ -2

Un cylindre de hauteur L et de rayon R, chargé uniformément sur toute sa
surface latérale, est mis en rotation a la vitesse angulaire w. Calculez le champ
magnétique sur I'axe de rotation (Oz) du cylindre.

oo Rw L —2z L+2z

Solution : B
) =" VAR? + (L —2z)2 \/4R2 (L +22)?

z
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L Annexes - Electrodynamique

AED1". Une particule de charge ¢ parcourt une trajectoire circulaire r(t) =
R(cos(wt), sin(wt),0) de rayon R dans le plan z — y a la vitesse angulaire w.
Calculez le vecteur de Poynting qui donne la distribution angulaire du rayon-
nement émis par la particule.

2p2 3
Solution : S(r,t) = QQRih
€guol6m cor
I'axe Oz et la direction d’émission du rayonnement et r est la
distance entre |'origine et le point ol le vecteur de Poynting
est évalué.

(14 cos”@) e, ou O est I'angle entre
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L Annexes - Electrodynamique

AED?2. Soit |'expression exacte du champ magnétique pour une densité de courant
arbitraire variable dans le temps j(r, ),

B(r,1) = @/v {j(r’,tr) n 3tj(r/7tr)] % (r — ')V’

47 lr =13 clr—1r/|?

Montrez que cette expression redonne la loi de Biot-Savart au temps ¢ (et non
au temps retardé t, =t — |r — r'| /c),

B(r, 1) = @/vj—(r/’t) x(r = x)

4w v — /|3

lorsque la densité de courant varie lentement, c'est-a-dire peut étre approchée
par le développement limité au premier ordre :

i tr) =j(r,t) + (b — )0uj(x, 1) + ...
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| — Electrodynamique

Potentiels retardés

A_LO

sont solutions des équations d’onde (avec O = =2 8t2)

Viet) = — (:Ot)
OA(r,t) = —poj(r, 1)

et obéissent a la condition de jauge de Lorentz

oV (r,t
V. A(I‘, t) = —60#0%



	Calcul vectoriel
	Calcul vectoriel

	Électrostatique
	Électrostatique

	Magnétostatique
	Magnétostatique

	Électrodynamique
	Électrodynamique

	Relativité restreinte
	Relativité restreinte et électromagnétisme

	Annexes
	Annexes - Calcul vectoriel
	Annexes - Électrostatique
	Annexes -Magnétostatique
	Annexes - Électrodynamique


