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L Organisation du cours

Livre de référence :

@ Introduction to electrodynamics, D. J. Griffiths, Prentice Hall

Lectures avancées :

@ The Feynman Lectures on Physics, R. P. Feynman, R. B. Leighton and
M. Sands, Addison-Wesley

9 Classical Electrodynamics, J. D. Jackson, John Wiley & Sons

@ Théorie des champs, L. Landau & E. Lifchitz, ellipses

9 Electricity and magnetism, E. M. Purcell, Berkeley Physics Course

Organisation du cours :

30 h théorie, 15 h exercices

Cours les mardis et mercredis

°

?

@ Transparents et autres ressources disponibles sur eCampus

@ Examen écrit (théorie — 65 %, exercices — 35 %) en juin et en septembre
?

Dispense partielle & partir de 12/20 (d'une session a |'autre mais pas d'une
année a |'autre)
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Toutes les unités physiques peuvent s'exprimer a partir des unités de base suivantes :
le métre (m), le kilogramme (kg), la seconde (s), I'ampere (A), le kelvin (K),
la mole (mol) et le candela (cd).

Grandeur symbole unité

Longueur L1 ¢ m

Masse m,M kg

Temps t s

Force F N=kg.m.s~?2

Travail w J=kg.m?.s 2

Puissance P W=kg.m?s?

Charge Q, q C=As

Densité de charge P Cm3=Asm™3

Courant I A(=Cs™1)

Densité de courant i Am~2

Champ électrique E V.m'=mkgAls3
Potentiel électrique \%4 V=m? kg A"t.s7?
Polarisation P Cm 2=Asm2
Déplacement électrique D Cm 2=Asm™2

Capacité électrique C F=CV '=A%s' kg 'm?
Flux magnétique @ Wb=V.s=m’ kg.s" 2. A~!
Induction magnétique B T=Wb.m 2=kg.s 2.A~!
Magnétisation M Am~!

Inductance L H=Wb.A~'=m? kg.s 2.A~?2
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Grandeur symbole valeur statut
Vi o2 (o e c 2.99792458 10° m.s~! exact
dans le vide

Perméabilité du vide 1o 1.00000000055(15) 47 10~7 V.s. A=t m~*
Permittivité du vide € 8.8541878128(13) 1072 As.V~1.m~! o
Charge de I'électron e 1.602176634 107'° C exact
Masse de I'électron au repos Me 9.1093837015(28) 103! kg

Rapport ;fasse proton. mp/me 1836.152668(39)

Nombre d’Avogadro Na 6.02214076 10%* mol~* exact
Constante de Faraday F 9.648533212... C.mol~! Nae, exact
Rayon classique de I'électron Te 2.817940325(28) 10~ m 4«5;;;52
Constante de Boltzmann kp 1.380649 1072 J.K™! exact
Constante de Planck h 6.62607015 103* J.s exact
Rayon de Bohr ao 0.5291772083(19) 1071° m %03

1
Remarques : —— ~9 10° A"1s 1 V.m
——— 4dme

c~310°* ms!
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L calcul vectoriel

Vecteur : entité géométrique intrinseque définie par une norme, une direction
et un sens, et qui obéit aux regles de |'algebre vectorielle :

[

Associativité : A+ (B+C)=(A+B)+C

9 Existence d'un neutre : A+0=0+A=A

9 Existence d'un opposé : A+ (-A)=A—-A=0
@ Commutativité¢ : A+B=B+ A

(7

Multiplication par un scalaire : mA = (mAI,mAy,mAZ)T avec m € R

S

win
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L calcul vectoriel

@ Coordonnées cartésiennes du point P : (zp,yp, 2p)

@ Décomposition du vecteur A = Oﬁ sur une base cartésienne :
A:xPe:L‘ +yPey+ZPez :Azez +Ayey+Azez

@ Représentation de A en termes de composantes cartésiennes :
A = (AT, Ayv AZ)T

9 |l faut distinguer le vecteur (objet intrinseque) 4
de sa représentation en termes
de composantes (relatives)

o Norme : |[A| = A = /A2 + A2 + A2

@ Vecteur unitaire de mémes direction
et sens que A :ea = A/A
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L Calcul vectoriel

Produit scalaire

Produit scalaire entre deux vecteurs : scalaire

o A-B=A,B, +AyB, + A.B.

9 A-B=ABcosf 4

2 A-B=B-A Ayl —— -

o A-A= A B a0 ‘

2 A-e,=A4; (i==zy,2) () B }

@ invariant sous transformations A‘z BL "

orthogonales (changement de systemes
d’axes orthonormés)
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L calcul vectoriel

Soit deux systemes d'axes cartésiens S et S’ qui peuvent différer par des trans-
lations, des rotations et des réflections (ou toute composition de celles-ci). Les
composantes dans S et S’ d'un méme vecteur A vérifient la loi vectorielle :

A; = Zj MijAj <~ A = Zj Mng;

ou la matrice M, dite de changement de base, est une matrice orthogonale
(MTM =1 & M™' = M7T) d'éléments M;; = e} -e; (i,j = x,y, 2).

\
b

L
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L calcul vectoriel

Le concept de tenseur généralise celui de scalaire (tenseur d’ordre 0) et de vecteur
(tenseur d’ordre 1). Un tenseur A d’ordre 2 est une application linéaire qui 3 tout
vecteur v fait correspondre un vecteur noté A - v :

AR SR :visA.v
A-(Ot1V1—|—O[2V2)IOt1A'V1+OtzA'V2 (oq,ozz E[R)

Un tenseur d’ordre 2 est un objet intrinséque qui admet une représentation en
termes de composantes (relatives a une base orthonormée {e,, ey, e.})

Aij=(A-ej)-e, i,j=x,y2
Le "-" dans la notation "A-v" désigne |'opération de contraction, agissant selon

(A-v)i=> Ayv,
3

pour fournir la composante ¢ du vecteur résultant de I'action de A sur v. Le
tenseur particulier de composantes A;; = (e):(e¢); est noté e; ® e, oll ® est
le produit tensoriel et vérifie (e; ® e;) - v = e;(e; - v).

Tout tenseur d’ordre 2 peut se décomposer sous la forme A =", ;Aijei ®e;.
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L calcul vectoriel

Les composantes A;; d'un tenseur A d'ordre 2, relatives a une base orthonormée
{es,ey,e.} de R® et entrant dans le décomposition

A= E Aije;®e; avec Aijj=(A-ej)-e; ou i,j=ux,y,2
%)
définissent une matrice de représentation du tenseur

Aa:z Aa:y Azz
Ao (A, A, A,.
Azz Azy Azz

Exemples de tenseur d'ordre 2 en physique :

@ tenseur d'inertie

tenseur des contraintes

(7

@ tenseur de polarisabilité

@ tenseur quadrupolaire électrique (voir slide 70)

(7

tenseur des contraintes de Maxwell (voir slide 141)
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L calcul vectoriel

Plus généralement, un tenseur d'ordre n est une application linéaire qui a tout
vecteur fait correspondre un tenseur d’ordre n — 1. Un tenseur d’ordre n est
un objet mathématique intrinséque dont les 3™ composantes cartésiennes (gran-
deurs relatives), notées A;,i,...i,, (i1,%2...,in = 2,9, 2), se transforment lors d'un
changement de systéme d'axes orthogonaux selon la loi tensorielle :

@ Scalaire ou tenseur d'ordre 0 (4) : A’ = A
@ Vecteur ou tenseur d'ordre 1 (A) : A7 =7, MijA;
o Tenseur d'ordre 2 (A) 1 Aj ;, = 35, >, Miyjy Migjy Ajy jo
@ Tenseur d’ordre n (A) :
brigein = D iviganiin Miviy Migjy oo Miy i Ajijs..jn

Il découle de la définition d'un tenseur d'ordre n que ses composantes se trans-
forment comme le produit A;, B;, ... Qs, des composantes de n vecteurs A, B,
..., Q,carona

! ! !
AiyBiy . Qi =205 4y gy Miyiy Migjy oo Miyj, Ajy By -+ Qi
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L calcul vectoriel

Le produit vectoriel A xB est un vecteur axial (ou pseudo-vecteur) de norme
|AxB|= ABsin6

égale a l'aire du parallélogramme engendré par A et B, orthogonal 3 A et B et
dont le sens est donné par la regle de la main droite. En terme de composantes,
nous avons

(AxB), = A,B. — A.B,
(AxB), = A.B, — A,B.
(AxB). = A,B, — A,B,

Propriétés

o AxB 1A, B
s BXA=-AxB
e; €, e
2 AxB = Az Ay Az
B, B, B.
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L calcul vectoriel

Les composantes du produit vectoriel A xB peuvent s'écrire sous la forme com-
pacte

(A xB); Z €ijkA; By
J k=1

oll €51 est le symbole de Levi-Civita
+1 si (4,5,k) est (1,2,3),(3,1,2) ou (2,3,1),
€ijk = —1 si (4,4, k) est (3,2,1),(1,3,2) ou (2,1,3
0 sinon (i=jouj=kouk=1)

=

)

Identités utiles

3 3 3
ZEijkEimn = 0jmOkn — 0jnlkm, Z ZEijkEijn = 20kn
=1 =1 j=1
Division vectorielle
A-B=0 A AxXX=B & X—oA-2XB e acr

|A2
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L calcul vectoriel

Soit trois vecteurs A, B et C. On définit les produits suivants :
@ Triple produit vectoriel : Ax (BxC) =B(A-C) — C(A-B)

@ Produit mixte: A- (BxC)=(AxB)-C=(CxA)-B
= volume du parallélépipéde engendré par A, B, C

Le triple produit vectoriel est utilisé dans la décomposition d'un vecteur quel-
conque A dans la direction d'un vecteur unitaire n et sa direction orthogonale
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I—Scalaires et pseudoscalaires. Vecteurs polaires et axiaux

Scalaires et pseudoscalaires :

Si une formule pour déterminer un nombre dans un systeme d'axes donne
le méme nombre dans tout autre systeme d'axes relié par la composition de
translations, rotations et réflections, alors le nombre définit un scalaire. Si le
nombre change de signe sous I'effet d'une réflection (det(M) = —1), alors il
définit un pseudoscalaire.

Ex. : Le produit scalaire entre deux vecteurs (polaires) est un scalaire.

La norme d’un vecteur est un scalaire.
Le produit mixte A - (B x C) de trois vecteurs (polaires) est un pseudoscalaire.

Vecteurs polaires et axiaux :

Si une formule pour déterminer un triplet de nombre (A, Ay, A.) dans un
systeme d'axes donne le triplet opposé (—As, —Ay, —A.) sous |'effet d'une

inversion pure (r — —r, det(M) = —1), alors le triplet définit un vecteur
polaire. Si le triplet ne change pas de signe, il définit un vecteur axial (ou
pseudovecteur).

Ex. : Les vecteurs position, vitesse et accélération sont des vecteurs polaires.
Le vecteur moment cinétique (L = r X p) est un vecteur axial.
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I—St:alaires et pseudoscalaires. Vecteurs polaires et axiaux

Vecteurs et dérivées

@ Dérivée d'un vecteur dépendant d’une seule variable ¢

dA(t) i A+ At —A@R)  (dA(t) dA,(1) dAz(t)>
dt arso At ‘( dt ' dt 0 dt

@ Dérivée d'un produit de vecteurs

d(A-B) dA dB
dt  dt ‘BtaA- dt
dA® _dA
dt dt
dAxB) dA o dB

dt dt dt
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I—St:alaires et pseudoscalaires. Vecteurs polaires et axiaux

9 Dérivée partielle d’'un champ de vecteurs (par rapport a )

<3ML%@> o Al ATY2) — A@y,2)
Y

ox Az—0 Az

. . . 0A
@ |l est d'usage d'écrire la dérivée partielle e ou J;A en se souvenant que
z
les coordonnées y et z sont maintenues constantes (idem pour les autres
dérivées partielles).
@ Dérivée d'un champ scalaire dans la direction d'un vecteur unitaire n

99(r) ¢(r + Ann) — ¢(r)

— 72 =1

on An—0 An

— Vo(r) -n

@ Théoréme d’interversion des dérivées

Polr) _ 9o(x) . o
w0y~ Oydr ¥V ¢(r) au min. deux fois dérivable
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L Gradient

Soit ¢ un champ scalaire, c'est-a-dire une fonction qui a tout point de I'espace
de coordonnées cartésiennes r = (x,y, z) associe le nombre ¢(z,y, z).

Le gradient du champ scalaire ¢ est un champ vectoriel (polaire) dont la valeur
en tout point est donnée par la limite (indépendante du choix particulier d'un
systéme d'axes)

grad ¢ = V—>O AV/qbndS

ayant pour expression en coordonnées cartésiennes

grad 6 = Vo = Ie m+8—¢ s+ L. (‘9¢ o¢ 3¢)

oz’ Oy’ 0z

Les composantes cartésiennes du gradient s'obtiennent donc par |'application de

I'opérateur nabla
_(9 9 90
T\ 9z’ 0y’ Oz

au champ scalaire ¢ et se transforment comme celles d'un vecteur lors d'un
changement de systéme d'axes.

(0, 0y,0:)
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l—Gradient

Gradient (d'un champ scalaire)

K 2 1 o 1 2 3

Figure. Champ scalaire ¢(z,y) = sinz siny (a gauche) et champ vectoriel V¢ (a droite).

Considérons deux points voisins r et r + Ar. La variation du champ scalaire ¢
entre ces deux points est donnée au premier ordre par

|26 = ¢(r+ Ar) — ¢(r) = Vg - Ar

Le gradient de ¢ possede la direction de la pente la plus forte et pointe vers
les valeurs croissantes de ¢. Le gradient est perpendiculaire aux équipotentielles
(surfaces ¢(z,y, z) = constante).
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Electromagnétisme

L Développement en série de Taylor

Développement en série de Taylor d'un champ scalaire dans R3 :

@ ¢(ro + Ar) o(ro) + o¢ Ar; + ! ¢ Ar;Ar; +
r r) = ¢(r g ri + — g AT 4
0 0 2 By 21 4 orior; J
T =T,Y,2 ro :7,_727'5;71 ro
=y,

1
= ¢(ro) + V¢|r0 « Ar + o Ar - (H|rOAr) + .

2
oll H est la matrice Hessienne de composantes H;; = %.
K3 J

8 6(r) = 9(ro) + V4, - (r —r0) + o (r o) - (H], (r—r0)) + -

@ Translation dans R? : r — r — 1/
’ - (=r'- Vlr)Z ’ (x'- V")2
o(r —x') = 3 T 6(x) = 6(x) ¥ Ved(r) + T (r) +
=0 ! !
Exemple. Développement en série de ¢(r') = ﬁ aux alentours de v’ = 0
r —r

1 1 r-r 1 TiT5 5-;1' 7
-+ +—z[3 - 5|t

|r’—r|:r 73 2” 5
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L Circulation et flux d’'un champ vectoriel

Une courbe C est paramétrée par un chemin r(t) = (z(t),y(t), z(t)).

L'intégrale curviligne (ou circulation) d'un champ vectoriel A le long d'une
courbe orientée C = {r(t) : t € [ta,tB]} est notée

tp
/ A - dl et est par définition égale a / A(r(t)) - dr dt
C - ta dt

Le vecteur tangent unitaire a la courbe orientée est donné par t = %/ |% .
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L Circulation et flux d’'un champ vectoriel

Une surface S est paramétrée par une couverture (r(u,v),K) ou r(u,v) =
(x(u, U)vy(ua v),z(u, U)) et (uv ’l}) EK= [umin7umax] X [vmin,vmax]-

L'intégrale superficielle (ou flux) d'un champ vectoriel A sur (au travers de) la
surface orientée S est notée

/ A-ndS et est par définition égale a // A(r(u,v))« (Our X Opr) du dv
s K

La normale unitaire 3 la surface orientée est donnée par n = 2uEXdur
|OurXdyr|
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L Circulation et flux d’'un champ vectoriel

La circulation d'un champ vectoriel constant A le long d'une courbe C vaut

PA=/Ade A/de

Dans le cas d'un segment de droite allant de r4 a rp, FCA =A.(rg —ru). Dans le
cas d'une courbe fermée, FCA =0.

Le flux d'un champ vectoriel constant A au travers d'une surface S de normale extérieure
n est égal a

@A:/A.nds:A-/nds
S S

Dans le cas d’une surface plane, ®2 = A - (nS) = AScos ol 0 est I'angle entre A
et n. Dans le cas d'une surface fermée, @g =0.

J EQ

= <I>A =0 = AScos 6
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L Divergence

Soit A un champ vectoriel, c'est-a-dire une fonction qui a tout point de I'espace
associe le vecteur A(r) = (Az(2,y, 2), Ay(z,y, 2), Az (2,9, 2)).

La divergence du champ vectoriel A est un champ scalaire dont la valeur en tout
point est donnée par la limite (indépendante du choix particulier d'un systeme
d'axes)

div A — lim L/ A-ndS — flu.x ,Iocal par
av—0 AV Jg unité de volume

ayant pour expression en coordonnées
cartésiennes

A,  0A, 0A.
+ +

div A = or Jy 0z

=V-A

Le flux au travers de |'élément de volume
AV = AzAyAz vaut par définition
AV div A (pour AV — 0).
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L Rotationnel

Le rotationnel d'un champ vectoriel A est un champ (pseudo)vectoriel défini
en tout point de I'espace par la limite (indépendante du choix particulier d'un

systéme d’axes pour une orientation fixée)

__circulation locale
(ot A) -n = hm 0 AS ?{ A " par unité de surface

ayant pour expression en coordonnées cartésiennes
ot A — 0A. 04, o 4 0A, 0A, o
oy Oz * Oz or ) Y

La circulation le long de la boucle C
d'aire AS = AzAy vaut par définition
AS (rot A). (pour AS — 0).

Les trois composantes (rot A),
(rot A)y, (rot A), forment un vecteur.

ox Jy

+<8A 8A> =V xA
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L Théoremes de Gauss et de Stokes

Formule de Gauss (du flux ou d'Ostrogradsky)

Pourvu que A et V - A soient continus dans un volume donné V dont la
frontiere est une surface S réguliére, c'est-a-dire admettant une normale
extérieure n presque partout, on a

/A-ndS:/(V-A)dV (Gauss)
s v
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L Théoremes de Gauss et de Stokes

Pourvu que A et V X A soient continus dans un domaine contenant la surface
S ouverte, limitée par le contour C, on a

fA-d@: /(VxA)-ndS (Stokes)
(@ S

avec la regle de la main droite reliant n et le sens de parcours de C.
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L Laplacien

Laplacien

Le laplacien du champ scalaire ¢ est le champ scalaire
A¢p=div grad ¢ =V - V¢

ayant pour expression en coordonnées cartésiennes

On utilise aussi la notation V2.

Pour le champ scalaire a deux
dimensions ¢(z,y) = a(z? + y?),
on a A¢ = 4a.

Laplacien = > dérivées secondes
~ > courbures
~ courbure moyenne

b(a,y) = ala? — y?) = Ag = 0.




Electromagnétisme John MARTIN | 2019-2020

L Formulaire de calcul vectoriel

Pour tous champs scalaires ¢, x et tous champs vectoriels A, B définis sur R?
et deux fois continument dérivables, nous avons

6o VxVp=0, V-(VxA) =0
e AA=V(V-A)-V x(VxA)

o V- (pA)=¢V-A+A-Vop
o VX (pA)=¢pV X A+VoxA
o V-(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB)

o V(A-B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B+ (B-V)A

e VX(AXxB)=A(V-B)—B(V:-A)—(A-V)B+(B-V)A
ol (A-V)B=((A:V)B,,(A:-V)By, (A V)B.)
9 A(dx) = (Ap)x + 2V - Vx + ¢(Ax)
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L Formulaire de calcul vectoriel

Les relations suivantes sont valables Vr # r’ :
1 r—r 1
o v = — = —V _
'(|r—r'|> v — /P g <|r—r'|>
r—r r—r 2
@ Vx| —— | =0 . =
' (|r—r/|3) U (|r—r'|> =y

Les relations suivantes sont valables V r # 0 :

p'ry_p _ ,p-r r _ P _p-r
gvr(r3)_r3 37"5 o er(rXp)_ v
Dériver "a la Feynman”
o(r) = C (u(r))® (v(r))? (w(r))”...  C,a,B,~ : constantes

= o) o) [a o p T4 T
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L Calcul intégral et différentiel

Primitives importantes :

/ i dz = In(x) / ﬁ dz = arcsinh(z)
1 T
dx = arct ———dr =1+ 22
/ x = arctan(x) / NieT x +x

1+ x2

/ T do — — 1 / 1 do — x
Qa2 " " Tia? (22 " T2
Changement de variable régulier z = z(y)

| t@do= [ ) d

avec a’ = limgy_q y(z) et b’ = lim,_p y(x).

Remarques : e Toutes les primitives sont définies a une constante additive pres.

e arcsinh(z) = In(z + V1 + x2?).
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L Calcul intégral et différentiel

Soit r(r’) un changement de variable dans R”. On a

87‘1 a’ri
Ory or\ ! aTé
o (8_> :
aTn 87‘%

ou (%) est la matrice jacobienne du changement de variable
ﬁ = % jacobien = det ﬁ
o), "o ! v

Exemple | : changement de variable linéaire dans R?

8r1 87‘{
87'2 = 8ré - vr - Vr' - Vr—ro

Or 0,

r= r'—|—r0 =
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Exemple Il : coordonnées sphériques [r = (z,y,2), ' = (r,0,¢)]

z(r,0, )
y(r,0,9)
z(r,0,9)

7 cos 6 cos
rcosfsin ¢

—7rsinf

sin 6 cos ¢
sin 0 sin ¢

cos

rsin 6 cos

= | rsinfsingp
r cos @
—rsinfsin ¢
. 81‘ 2 .
7 sin 6 cos ¢ , |det <F =r“sinf
T
0
cos 6 cos ¢ _ sing 9
T 7 sin 6 T
cos 0 sin ¢ Cos ¢
T 7 sin @ 80
sin 0 0 )
- P

r
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_9, 100 19

r ETAER

0 = arctan <\/W/z>
¢ = arctan(y/z)

r €]0,4+00[,0 €]0,7[, ¢ €]0,2nx[

z = rsinf cos ¢
y=rsinfsing <&

z=rcosf

A=A, e +Ages+A, e,

e, =sinfcosy e; +sinfsiny e, + cosf e
ey = cos B cos p e, +cosfsing e, —sinf e,

e, = —sinyp e; +cosp ey

// O(z,y,2z)dedydz = /2"/ /+°or sin 0¢(r, 0, p) drdfdyp

V¢ = o + = el P e, dV = (rsin 0dy)(rdf) dr, = (rsin0dyp)(rdb)
19(r*A) 1 1 94,
V‘A_r_z or rsin 0 00 (A981n9)+rsin€ dp
1 0 . 0Ag 1/ 1 94, 8 1 OA,
voa= g (g om0 - G2 ) ot (o — o 040 oo 1 (5 040 = g ) o

_ 10/ ,0¢ 1
Ag = r2or (T or ) + 2sin 6 90 (sm@

00, 1 o
80 ) r2sin? 0 0p?
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I—Calcul intégral et différentiel

Coordonnées cylindriques

T = pcos ¢ p=+z%+y?
y=psing & ¢ =arctan (y/z)

zZ=Zz z2=2z
p €10,4+00[, ¢ €10,27[,z €] — 00, o0[
A=A, e, + A, e+ A e

€, =Cosp e, +siny ey

e, = —sinyp e; +cosp e,
Yy e.=e;
27 ptoo ptoo
/ (z,y,2) dedydz = / / / po(p, ¢, z)dzdpdp
[ o Jo —o0
_9, 100 9% _ _
Vd)-ap ep+paw ew+8z e. dV = (pdp)dpdz,  dS = (pdy)dz
10 0, 104 04
VA_p(?p(p ») 2 9p 9
_ (104, 94, 84, 0A. 1(0(pA,) 94,
VXA‘(pasa az)‘*" (az ) o\ "o e )
_10 (06 1 0%
Ab= pdp (p6p> o o
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L Champs transverses et longitudinaux

Définitions. Un champ vectoriel est dit transverse (ou indivergentiel) si sa diver-
gence est nulle en tout point de I'espace. Un champ vectoriel est dit longitudinal
(ou irrotationnel) si son rotationnel est nul en tout point de I'espace.

Un champ vectoriel B est transverse ssi il dérive d'un potentiel vecteur A.
V-B=0 & B=VxA

Le potentiel vecteur A est défini 3 un gradient d’un champ scalaire (V) prés.

Théoreme (champ longitudinal)

Un champ vectoriel E est longitudinal ssi il dérive d'un potentiel scalaire V.
VxE=0 < E=-VV

Le potentiel scalaire V est défini a une constante additive (C) pres.

Remarque : Nous supposons tous les champs deux fois continiiment dérivables afin que
le théoreme d’interversion des dérivées soit d’application.
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L Champs transverses et longitudinaux

Théoréme (Helmholtz)

Tout champ vectoriel A qui décroit plus vite que 1/r a grande distance (cas des
champs E et B statiques) peut se décomposer en une composante longitudinale
A définie univoquement par sa divergence et une composante transverse A |
définie univoquement par son rotationnel.

Plus précisement,
A= -VU+VXW
N—— N——

A” A
avec 1 (V A)( l)
AN
U = & /v Ea v
et ,
W(r) = i/ (VX A)E) o
ar |y, |r—1/|

Contre-example : champ homogene
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L Champs transverses et longitudinaux

Exemples de champs vectoriels (1)

(a) Champ homogéne A = (A, Ay, Az)
Axr

V-A=0 N A=V xB avec B= + Vo
VXxA=0 A=V avec ¢P=A-r+C
(b) Champ tournant A = we. xr = w(—y,z,0) =wre,

V:-A=0 = A=V xB avec B=wz(z,y,0)+ Ve
VXxA=2we,
NSNS NN NSNS -~
NNNNNNNNNNN / ,*\\\
NNNNNNNNNNNS / PP = e \\
NN N N NN N N N NN ///Kk““\ AN ,\\
NN NN NN NN NN / / J IS \ \

(a) NN N N NN NN N NN (b) I : M :A r 1 T
NNNN NN NN NN 1 VY R ,f Tt /
NSNNNNNNNNNN \\ \)' .o ’/
NN NN NN NN NS \\ ‘_>,v// /

A
NN NN NN NNNNN -~
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L Champs transverses et longitudinaux

Exemples de champs vectoriels (I1)

(¢) Champ radial croissant A = (z,y,2) =1

V-A=3
VXA=0 = A=Vd avec d=1>/2+C

(d) Champ rotationnel A = (0, sin z,0)
V-A=0 = A=V xB avec B=z:zsinze, + V¢

V X A =cosze,

) AATTTTTTAA
\\\Tl"/ RS O A SN

A L e S I N PN
V\K‘*Kk"*‘u L AAT}{}leA

* o« 7 A a1 N

() **::kf:};:*—* @ bttt
T T s TS A41T¥111+A
eyv Y RS N
//Iix\\\ S N PO
jl\ PR T O N A AP
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L Champs transverses et longitudinaux

(e) Champ inhomogene indivergentiel et irrotationnel A = (—z,y,0)
V-A=0 =A=VxB avec B=(yzz2,0)+ V¢
VXA=0 = A=Vd avee &= (y’ —z%)/2+C

(f) Champ vortex A = (—pf_—yz, ﬁ—,o) (A diverge en r = 0)

V-A=0 Vr#0

mais fA-dZ;éO
VxA=0 Vr#0 c

A77
a7 A

LA NN
LA NN
> * ®
> a £ b
NN N
NN

NN

yes
'Y'4

AR
r AN
A AN
T AT
(e) S>> > > ¢ < € €«
4 Vv b
VoK
Vv
Vi
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L Champs centraux

Un champ scalaire central V(r) est un champ dont la valeur ne dépend que de la
distance r a un point O (centre du champ). Ses équipotentielles sont des sphéres
de centre O. Le gradient de V() est le champ vectoriel central

_dVr _dv,
T drr dr "

VvV (r)

et le laplacien de V(r) est le champ scalaire central

2
Aviy= €V 24V _1d (de)

=2 22 (22
dr? " rdr r?2dr dr
Le champ vectoriel central E(r) = E(r) e, est irrotationnel et dérive du potentiel

scalaire
Vi) = — / E(r)dr = E(r)=-VV(r) = E(r)e

Sa divergence vaut
dF E
-E(r)=—+4+2—
V- E(r) dr * r
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L Meécanique du point matériel

¢ Equation du mouvement

dp mo
— =F avec =mMmV=—=V
dt P

Vi-g

@ Conservation de I'énergie (ol K = énergie cinétique)

dK
P:E:F-v E =mc® = K +moc® = \/m2ct + ¢2p?

@ Lorsqu'une particule soumise a une force F se déplace le long d’'une trajectoire
C, le travail fourni par cette force est donné par

W:/F-de:T(tB)—T(tA) (v5.t5)
C

U(ra) +T(ta)

Si la force est conservative, elle dérive U(rs)+T(tB)

d'une énergie potentielle U,

F = —VU(r), et nous avons
W =U(ra) —U(rg)

(ra,ta)



Electromag me John MARTIN | 2019-2020
L Chronologie
1700 1750 1800 1850 1900 1950
k + + + T + + + + + +
[ ID'Alembert

Coulolmb 1686 : Lois de Newton

1785 : Loi de Coulomb

1820 : Loi de Biot et Savart

1831 : Loi d'induction de Faraday

1873 : Equations de Maxwell

1887 : Expérience de Hertz (ondes élm)
1900 : Quanta de Planck

1905 : Relativité restreinte (Einstein)

1927 :Théorie quantique du champ élm (Dirac)

1785 1820 1831 1873 (1900 1927
1887
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L Chronologie

'All the mathematical sciences are founded on relations between
physical laws and laws of numbers, so that the aim of exact science is
to reduce the problems of nature to the determination of quantities
by operations with numbers.’

— James Clerk Maxwell

"The most fascinating subject at the time | was a student was Max-
well’s theory.’

— Albert Einstein

'He achieved greatness unequalled.’
— Max Planck
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L Chronologie

"The fundamental laws necessary for the mathematical treatment of
a large part of physics and the whole of chemistry are thus comple-
tely known, and the difficulty lies only in the fact that application
of these laws leads to equations that are too complex to be solved.’

— Paul A. M. Dirac

'From a long view of the history of mankind — seen from, say, ten
thousand years from now — there can be little doubt that the most
significant event of the 19th century will be judged as Maxwell's dis-
covery of the laws of electrodynamics. The American Civil War will
pale into provincial insignificance in comparison with this important
scientific event of the same decade.’

— Richard P. Feynman

'...there are strong theoretical reasons to believe that magnetic
charge exists in nature, and may have played an important role
in the development of the universe. Searches for magnetic charge
continue at the present time, emphasizing that electromagnetism is
very far from being a closed object’

— Julian Schwinger




John MARTIN | 2019-2020

L Electrostatique

@ La charge électrique apparait sous deux formes : positive et négative

@ La charge électrique totale d'un systéme isolé est constante au cours du
temps, quelque soit le mouvement et le nombre de particules

(exemples : les atomes d’hydrogéne et d’hélium sont électriquement neutres bien que le mouve-
ment des électrons au sein de ces atomes soit trés différent; I'annihilation d'un électron et d'un
positron n’occasionne aucune variation de charge nette)

@ La charge électrique est quantifiée
Q =ne avec nentierete=¢q, = —q. ~ 1.602 107*° C
ou @ = ne/3 si on tient compte des quarks, de charges — e (quarks d, s,b) et Ze (quarks u, ¢, t)
Dirac : mécanique quantique + existence de charges magnétiques = quantification de la charge électrique

@ Interaction électrique >> interaction gravitationnelle
mais neutralité (électrique) des atomes, molécules, cristaux, ...

+q +q
-— oU—
q>0o0u<0
o—> —=0
+q —q
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L Electrostatique
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Charge Moment I\/.Iome.nt Moment
. . . . . dipolaire . .
Particule électrique dipolaire &lectrique quadrupolaire Spin
le] magnétique le crg] électrique
électron (e) -1 2.0023193 up <0.8710728 0 1/2
proton (p) +1 5.5856 f1n < 54107 0 1/2
neutron (n) 0 —3.8260856 L1 <310°% 0 1/2
neutrino (v) 0 <0.291071 up 0 0 1/2
électronique
photon (7) <107% 0 0 0 1
bosons W+ +1 eh/Myw 0 —e (h/Mwc)® 1
boson Z° 0 0 0 0 1
gluon (g) 0 0 0 0 1
Higgs (H°) 0 0 0 0 0
Magnéton de Bohr : pup = 32 ~ 9.2740091072* A.m?
Magnéton nucléaire : un = fop = 5.050783 10727 A.m?

Valeurs tirées de C. Patrignani et al. (Particle Data Group), Chin. Phys. C, 40, 100001 (2016).
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L Electrostatique

Les forces qu'exercent deux particules ponctuelles chargées au repos I'une sur
I'autre sont données par la loi de Coulomb (action a distance)

! ! !
q4 €r_y/ qqy r—r /
F = = =-F,/ Coul b

a/a(r) dmeo [r —v'|2 4meo v — 13 afa () (Coulomb)

La mesure des forces coulombiennes entre deux particules identiques permet d'en
déterminer les charges, au signe pres.

Principe de superposition

La force totale F(r) qu'exerce un en-
semble de particules ponctuelles de
charge q; sur une charge ponctuelle ¢
située au point r est donnée par

F(r) = Z F,./q(r)

Fig. Forces coulombiennes dans le cas ou

g et ¢ sont de méme signe. (additivité des effets de la charge électrique)
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L Electrostatique

Considérons un systeme formé d'un trés grand nombre de charges. Chaque
élément de volume dV; centré en r; contient lui-méme un trés grand nombre
de charges donnant lieu a une charge totale dg;. La densité volumique de charge

p(r) (en C.m™3) est définie au travers de la relation | dg; = p(r;) dV; |.

V La force totale qui s'exerce sur une
charge ponctuelle g est alors donnée, en

vertu du principe de superposition, par
Z qdq; r—r;
drep |r — 1|3
/
q , r—r ’
— r dVv
4meg /vp( ) v — /|3

Remarque : Le concept de densité volumique de charge a un sens méme dans le
cas d'une charge ponctuelle (un électron par exemple) puisque d'aprés
la mécanique quantique, on peut y associer une densité (de probabilité) de

charge p(r) = q|i(r)|>.
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L Electrostatique

Considérons un ensemble de particules fixes de charges ¢; situées aux points r;
(¢ =1,...,N). Si une particule < test > de charge g est placée au point r, et
dans |'hypothése ou elle ne perturbe pas le systéeme de charges, celui-ci exerce
sur la particule < test > une force F(r) qui peut s'écrire sous la forme

F(r) = ¢E(r) Z 471_60 B —_ri|3 (champ électrique)

— ne depend que du systeme de charges ¢;

Pour une distribution volumique de charge

E(r) = 1 /v p(r')fi av’

4meo r—r'|?

La connaissance du champ électrique en un point de I'espace suffit a déterminer
la force qui agira sur une particule chargée placée en ce point.

[E] =N.C™! (force par unité de charge) ou V.m™!
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lectrostatique

Le langage de la mécanique classique (Newtonienne) est celui des particules matérielles,
de leur position, vitesse, accélération et des forces qu'elles exercent les unes sur les
autres (ou qui agissent sur elles de I'extérieur).

La théorie classique des phénomeénes électriques et magnétiques constitue un chan-
gement de paradigme dans la description des systémes physiques car elle considére les
champs (en particulier les champs électrique et magnétique) comme un concept central.
En théorie classique des champs, la valeur d'un champ et son taux de variation tem-
porel en un point quelconque de I'espace sont des grandeurs physiques a part entiére,
qui jouent un rdle similaire a celui de la position et de la vitesse d'une particule en
mécanique classique. Puisqu'un champ est défini en une infinité (non-dénombrable) de
points de |'espace, la théorie des champs traite de systémes physiques avec un nombre
infini de degrés de liberté.

limite continue ——

Mécanique Théorie
classique classique
des particules des champs




L Electrostatique

Pour tout volume V délimité par une surface S, on a

1 1
E-ndS=—S q¢=— v
[En o = | o

ol la somme court sur toutes les charges contenues

a l'intérieur du volume V.

Expression locale/différentielle :

La loi de Gauss découle

@ du caractere central de la force de Coulomb

K. F. Gauss
(1777-1855)

@ de la loi en inverse du carré de la distance pour la force entre charges

@ du principe de superposition linéaire

Remarque : Cette loi se généralise a des sources et des champs non stationnaires.
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L Electrostatique

Le champ électrostatique est @ de nature centrale

9 une grandeur vectorielle additive

Il en résulte que E(r) est irrotationnel, V x E(r) = 0, et dérive par conséquent
d'un potentiel scalaire

N
1 i
Vir) = Tre ;—1 —|r E - (charges ponctuelles)

|E(r) = —VV(r)| ol

!
V(r) = L / ﬂ dV'| (distribution de charges)
dmeg Jy v — 1|

Le potentiel électrique V' (r) pour une distribution volumique de charges

@ est défini a une constante additive prés, choisie telle que V(o0) =0

@ est fini, continu et contindiment dérivable partout pourvu que p(r) soit fini
en tout point (et que la charge totale soit finie)

@ représente |'énergie potentielle accumulée par unité de charge électrique

@ s'exprime en J.C™! (énergie par unité de charge) ou Volt
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L Electrostatique

A 2 dimensions, les courbes équipotentielles sont définies comme les courbes le
long desquelles le potentiel est constant. A 3 dimensions, les courbes laissent
place a des surfaces équipotentielles sur lesquelles le potentiel est constant.

Courbes équipotentielles : (gauche) 2 charges opposées
(droite) 2 charges identiques.
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L Electrostatique

Citons Maxwell : “En chaque point de I'espace, on peut trouver une ligne qui
indique la direction et le sens de la force s'exercant sur une particule chargée
positivement. La direction et le sens sont définis en tout point de l'espace;
commengons en un point quelconque et tragons une courbe telle que, lorsqu’on
la parcourt, en chaque point sa direction coincide avec celle de la force résultante
en ce méme point. La courbe ainsi obtenue indique la direction de la force en
chacun des points ou elle passe, c'est la raison pour laquelle on I'appelle une
ligne de force.”
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L Electrostatique

La force de Coulomb F(r) = gE(r) qui s'exerce sur une particule de charge ¢
plongée dans un champ électrostatique E(r) est conservative. Elle dérive d'une
énergie potentielle U(r) = ¢V (r).

F(r)=-VU(r) & VXF(r)=0 <+ F(r)-d¢e=0
Stokes c
Il s’ensuit que le travail fourni par la force de
Coulomb que subit une particule de charge uni-

taire (¢ = 1 C) se déplagant le long d’une tra- c rp
jectoire C ne dépend que des positions initiale et L
finale :

rp
WCoqumb = / E.dt= V(I‘A) — V(I‘B)
rA

I‘I=I‘ rA
Vv = = E(r) - d¢
(x) /r’:oo =) Wy =Wy =Ws
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L Electrostatique

L'équation de Poisson

AV (r) = _olx)

€0

permet de calculer le potentiel électrique généré par une distribution de charge
connue. C'est une équation aux dérivées partielles qui en général possede de mul-
tiples solutions. Cependant, si on impose des conditions aux limites d'un des deux
types suivants

@ Conditions aux limites de Dirichlet : on impose la valeur du potentiel sur la
frontiere (surface) du domaine considéré (par exemple un ensemble de conduc-
teurs portés a différents potentiels).

@ Conditions aux limites de Neumann : on impose la valeur du champ électrique
normal (dérivée normale du potentiel) sur la frontiere du domaine considéré
(par exemple un ensemble de conducteurs possédants des densités surfaciques
de charge connues).

et qu'il existe une solution de I'équation de Poisson, alors celle-ci est unique (a une

constante additive prés pour des conditions aux limites de Neumann).
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L Electrostatique

Le potentiel et le champ électrique créé par une sphére de rayon R chargée
uniformément en volume avec une densité de charge po vaut

12 Potentiel électrique :
< 08 )
T Lo (3 r ) r<R
0.4 = \5— 59 <
V(r) = 4dreg R \2 2R
' L) r>R
=~ 1 dmeg T
&
g 05 . .
- Champ électrique : E = E.(r)r/r avec
0
~ 0.8
- ! @ r<R
% 4meg R3 -
S 04 E.(r)=
§ 1 Q
— 7r>R
0 4meq 72
0 1 2 3 4
r/R oll Q = (47/3)R3po est la charge
Figure. Densité de charge, potentiel totale.

et champ électrique.
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L Electrostatique

Dans une région vide de charges, le potentiel électrostatique satisfait a I'équation
de Laplace

V(r

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions harmoniques. Elles sont
infiniment continument dérivables et ont toutes la propriété suivante :

@ Si V(r) vérifie I'équation de Laplace, alors la valeur moyenne de V' sur une
sphére Sr(r) de rayon arbitraire R centrée sur r est égale a la valeur de V/
au centre de la sphére, soit

1 / ’
VE) = o /SR(r)V(r )ds

En particulier, cela implique que les maxima et minima de V(r) ne peuvent se
trouver qu'au bord du domaine dans lequel AV (r) = 0.

Remarque : L'équation de Laplace est une équation aux dérivées partielles qu’on re-
trouve dans de nombreuses branches de la physique (électromagnetisme,
astronomie, dynamique des fluides, mécanique quantique, ...).
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L Electrostatique

Le théoreme qui suit est une conséquence directe de la propriété précédente

Il est impossible de maintenir une particule chargée en équilibre stable dans
une région vide de charges uniquement a I'aide d'un champ électrostatique

Démonstration :

En effet, si une particule chargée positivement était confinée dans une région de
I'espace vide de charges, le potentiel électrique posséderait un minimum strict
local, tel que V(r) > V(ro) au voisinage du minimum r = ro. Or ceci est
impossible vu que la valeur moyenne du potentiel sur une petite sphére centrée en
ro doit étre égale a la valeur du potentiel au centre de la sphére. Le raisonnement
est similaire dans le cas d'une charge négative. Par conséquent, un minimum ou
maximum local du potentiel ne peut apparaitre qu'aux bords du domaine vide
de charges.

Remarque : Le piégeage de particules chargées peut toutefois s'effectuer a I'aide d'un
champ électrique variable dans le temps (piége de Paul), ou encore a I'aide
de la superposition d’'un champ électrostatique et d'un champ magnétique
constant (piége de Penning).
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L

< Fonction > delta de Dirac

< Fonction > delta de Dirac (a une dimension)

La « fonction > §(z) de Dirac est définie par les conditions suivantes :
+oo
s@) =0 o0, [ @b = f0)

— 00

pour toute fonction f(x) continue en z = 0.
Propriétés :

° /+w6(z)dx:/b d(x)dz =1 (a,b>0)
+oo

° /_ f(@)é(z —a)dz = f(a), f(x)d(z—a)=f(a)é(z—a), (a€R)

1

la|

@ i(f(x)) = Z %6(1 — ;) ol f'(x) est la dérivée de f(x) et les x; sont
1 (@)l les zéros simples de la fonction f(z).

o S(az) = —8(x) = §(z)=0(—x) et [z] =m = [§(z)] =m~?

+oo
° / e dk = 218 (x)
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L

< Fonction > delta de Dirac

< Fonction > delta de Dirac (a une dimension)

La « fonction > delta peut &tre 20
vue comme une limite de fonctions a=32
(valable uniquement sous le signe BT oa=s
intégrale) Su(w) 0| @=2
§(x) = lim &q(x) » =
a—+4o00
0 — Ty
avec
038
a 1 1
g —lcaapcl
1) fa(x) =<2’ @ @ Oa()
(1) dale) {O, sinon 0.4
a —a25132
(2) da(2) = ﬁe o = —05 0 0.5 1
r
1, x>0
Oa(z) = / do (') dx’ = 0(x)=4q¢1/2, =0 (fonction d'Heaviside)
0, z <0

dt9(x)

=6(x)
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L < Fonction >> delta de Dirac

A trois dimensions,
o(r)y=0 Vr#0, ///Wf(r)é(r)dV:f(O)

pour toute fonction f(r) continue en r = 0.

Coordonnées d(r—r')

cartésiennes 5z —x")o(y —y')d(z — 2)

z—2")

_ /
cylindriques 5(p_p’)5(¢7p¢)6(

5(0 —0") d(¢ — ¢")

r rsin 6

sphériques S(r—r")

Deux relations utiles en électromagnétisme (valables uniquement sous le signe intégral)

Ve (L‘"/) —drs(r— 1) Ar (L) — —4ns(r—1)

e /3 e —r]
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L < Fonction >> delta de Dirac

Le potentiel électrique au point r créé par différents types de sources s'écrit

N ’ ’ ’
Vir) = —— s Ar d€’+/ o(r) dS’+/ P gy
dmeg | &~ |r — 1y clr—r'| s lr—r'| v |r—1/|
=1

charges ponctuelles charges linéiques charges superficielles charges volumiques

Il est possible d'écrire ces différentes contributions sous une forme unique en as-
sociant une densité de charge a une distribution de charges ponctuelles, linéiques
ou superficielles grace a la < fonction > § de Dirac, qui est nulle partout sauf
aux points ol son argument s'annule. A une surface d'équation g(r) = 0 chargée
avec une densité surfacique o(r) est associée la densité de charge

p(r) = o(r)5(g(r))  en Cm™®

Similairement, a une courbe d'équation (fi(r), f2(r)) = (0,0) chargée avec une
densité linéique A(r) et a une particule ponctuelle de charge ¢; située au point
r; = (3, Ys, z:) sont associées les densités de charge

A(r) 0(f1(r)) 6(f2(r)) en Cm~°
Gi0(x —x:)0(y — i) 0(z — 2i) en C.m~3

p(r)
p(r)
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I—électrostatique : I'essentiel

Electrostatique [p(r,t) = p(r), &;E(r,t) = 0, F(r) = ¢ E(r)]
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L Développement multipolaire électrostatique

Le potentiel électrostatique a I'extérieur (r > 7)., = maxy ey |r'|) d'une dis-
tribution localisée de charges admet un développement en série en 1/r de la

forme
_ 1 p(r’)
Vir) = 4meg / [r — r’|dV
1 3 TiTi i .
T dmeo [r ( r3 +0 r
avec

q= / p(r)dV (scalaire)
%
p= / p(r)rdVv (vecteur)
%
Qij = / p(r) rir; dV (tenseur d'ordre 2)
%
ol ¢ est la charge totale (moment monopolaire), p est appelé moment dipolaire

électrique et Q tenseur quadrupolaire électrique de la distribution de charges. Le
tenseur Q est symétrique (Qi; = Qji).
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L Développement multipolaire électrostatique

On définit un nouveau tenseur quadrupolaire Q" = 3Q — (Tr Q)1, symétrique et
de trace nulle, de composantes cartésiennes

QL= / p(x) (3riry — 126,;) dV
%

Le tenseur Q' ne dépend plus que de 5 paramétres réels indépendants et permet
d’exprimer la contribution quadrupolaire au potentiel sous la forme —— mQr

4dmeg T
@ Cas d'une symétrie cylindrique autour de Oz :
—Qo/2 0 0
Q = 0 —Qo/2 O , Qo : moment quadrupolaire

0 0 Qo

Pour une distribution de charge complétement positive (négative), le moment
quadrupolaire est une mesure de I'écart a la sphéricité. En particulier, un el-
lipsoide de révolution d'équation (2% +y?)/a’ + 2% /b*> = 1 chargé uniformément
en volume avec une densité de charge po a pour moment quadrupolaire

Qo = %900217(52 —a®) o b® —a’
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L Développement multipolaire électrostatique

Pour une paire de charges opposées séparées d'une distance d le long de I'axe z, le
moment monopolaire est nul et le moment dipolaire électrique est égal a p = gde..
Un dipdle ponctuel est défini par la double limite d — 0, ¢ — 400, gd = p. Le champ
électrique d'un dipdle ponctuel est donné, en tout point de I'espace, par

1 p-r 1 P p-r 47 )
Eg; ==V = - +3 — —pé
aip (¥) (47reo r3 ) 4meq < r3 + s T3P ()

ol le terme avec la fonction delta garantit que V X Egj, =0Vr.

Pour deux dipbles opposés le long de I'axe z (c.f. figure de droite), les moments
monopolaire et dipolaire électrique sont nuls et le moment quadrupolaire est égal a

Qo = —4qd?.
z z
—q
+q@ d
d +2q
—q0Q
—q
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L Développement multipolaire électrostatique

Equipotentielles : r = av/cos 0 Lignes de champ : 7 = bsin® 0

Fig. Représentation des lignes de champ et des équipotentielles d'un dipdle ponctuel.

1 p-r 1 P p:r
V(r)_47reo r3 E(r)—47r60 (—5—1-3 rd r)
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L Développement multipolaire électrostatique

Particules et atomes : ne posseédent pas de moment dipolaire électrique permanent.

Molécules : peuvent posséder un moment dipolaire électrique permanent.

Exemples : les molécules diatomiques du méme élément (O2, Ha, ...) sont non-
polaires. Par contre, les molécules diatomiques formées de deux espéces ato-
miques différentes (HCI, CO, ...) sont polaires.

COZ Hzo

p~6.210730 Cm

HCCl3
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L I::nergie potentielle d’un dipdle électrique

L’énergie potentielle de rotation d’un dipéle électrique (ponctuel) dans un champ
électrique extérieur E(r) est donnée par

|U(r) = —p-E(r)|

Le dipéle est soumis & un moment (ou couple) de force
7(r) = pxE(r)

qui tend a l'orienter parallelement au champ électrique extérieur E(r).

Dans un champ électrique non-uniforme, le dipdle est soumis a une force

|F(x) = —VUGE) = (p- V)E()|

qui I'attire vers les régions de forte intensité du champ lorsque p || E.

Remarque : L'expression obtenue pour |'énergie potentielle de rotation du dipdle peut
également se dériver 3 partir du moment de force 7 = || en utilisant la
relation dU = —dW = 7d6.
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L énergie potentielle d’un dipdle électrique

Deux dipdles séparés par une distance finie interagissent mutuellement car chaque
dipdle ressent le champ créé par I'autre. L'énergie potentielle du premier dipdle
dans le champ créé par le second est donnée par (on pose ri2 =r; —r3)

L [gprri2)(p2-riz)  p1-po
4me 7‘?2 r*;’Q

Uiz = —p1 - Ea(r1) =

On note que Uiz = U1 = U. Cette énergie d'interaction U est a |'origine des
interactions intermoléculaires. Elle conduit a de nombreuses forces attractives :
tension de surface, forces visqueuses, force de cohésion, force d'adhésion, ...

On peut encore I'écrire sous la forme

A pip2

U=-
dmen T3,

ol A ne dépend que de l'orientation des dipdles par rapport a la droite qui les
joint (A = 2 si les dipdles sont alignés dans le méme sens sur la droite, auquel
cas |'énergie est minimale; A = —2 si les dipsles sont alignés en sens opposés
sur la droite, auquel cas I'énergie est maximale).
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L Energie électrostatique

L'énergie que nous devons fournir sous forme de travail pour assembler une
certaine configuration de charges ¢1, g2, g3, ... vaut (par étapes)

Wq, =0

Yer q1

-2 1 q1G2
W, =— F r').de = —
q1+a2 /r’:oo lh/gz( ) dreo [r1 — 13 r
q2
Wartazt+as = Warae + Wartas + Woatas 2 q3
T
_ 1 < q1G2 713 4293 ) 3
dmep \ [r1 —r2|  |r1 —r3|  |r2 —r3]

L'énergie électrostatique emmagasinée dans un systeme de N charges ponc-

tuelles g1, ...,qn situées aux points ry,...,ry est égale a ce travail, soit
| Z _4igq; | _
eec - -
4rmeg |r; — g
paires

ol V(r;) est le potentiel créé en r; par toutes les charges sauf g;.
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L Energie électrostatique

L'expression pour une distribution volumique de charges s'écrit

N
1
mc—-gz; (r) — ‘/ dv:_gm/m/'r_r,| avay’

ou encore

Uglec = 6_0 E2(I') av
2 Js

Interprétation

L'énergie électrostatique Ugec d'une distribution de charges, qui est égale au
travail total nécessaire pour amener le systeme a sa configuration finale partant
de charges infiniment éloignées, est disséminée dans tout |'espace ou régne un
champ électrique créé par la distribution, avec une densité (énergie par unité de
volume)

um:%mmmm:%ﬁm
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L Discontinuités du champ électrique

La composante du champ électrique normale a
une surface chargée subit une discontinuité au
travers de cette surface. Les composantes tan-
gentielles du champ électrique sont par contre
toujours continues.

En tout point de la surface, nous avons les rela-
tions

(By —E_)-n=2
€0

(E+ —Ef)XIl:O

Remarque : En réalité, les charges a la surface d’un conducteur sont distribuées sur une
épaisseur de I'ordre de 10~ %m. A cette échelle, le champ électrique varie
continliment de la valeur intérieure a la valeur extérieure a la surface.
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Isolant : les charges sont fixes (plastique, verre, ...)

Conducteur : les charges sont libres de se déplacer (Au, Ag, Cu, Al ...)

A I'équilibre,

@ Le champ électrique E a I'intérieur d'un conducteur est nul et le potentiel y est
constant ainsi qu’en tout point de la surface. En effet, si E # 0, les charges > 0(< 0) migrent
en direction du minimum (maximum) de potentiel, jusqu'a ce que le potentiel devienne homogene et

E = 0. Pour des métaux typiques, cette migration est trés rapide (de I'ordre de 1076 — 10717 s).

@ En tout point situé juste a I'extérieur d'un conducteur, E(r) est normal a sa surface,

et E(r) = o(r)/eo ol o(r) est la densité locale de charge de surface.

E

2D,
[

+ + + + + + +

Isolant

o+ o+

Conducteur
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L Conducteurs

@ Dans une région creuse a l'intérieur d'un conducteur, V (r) est constant et
E(r) = 0siil n'y a pas de charges a I'intérieur de celle-ci. Ceci reste vrai
pour des conducteurs chargés. Les milieux conducteurs permettent donc d’écranter le
champ électrique. C'est le principe de la cage de Faraday.

@ Une charge +q a l'intérieur de la cavité induit une charge +q sur la surface
extérieure du conducteur.

9@ Le champ électrique est plus intense dans les régions a faible rayon de
courbure.
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L Conducteurs

Les charges qui se distribuent a la surface d’un conducteur ont tendance a s’accumuler
dans les régions a faible rayon de courbure. C'est |'effet de pointe sur lequel est basé le
principe du paratonnerre. Considérons a titre d'exemple 2 sphéres conductrices chargées,

reliées entre elles par un fil conducteur (Vi = V3). Lorsque ces deux sphéres sont
fortement éloignées |I'une de I'autre, nous avons en excellente approximation
oL @1 @
~ 4meo Ri dmeo B2 C
1 Vi
pa L@ W O N ) IR PO
dweo R~ R E»  Ri o2 R
ot @ Ve
>~ imeo RZ T R,

fil conducteur ﬁz\\
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L Milieux diélectriques

Lorsque la matiére composée d'atomes/molécules est plongée dans un champ
électrique E, elle se polarise. Les molécules vont s'étirer (moments dipolaires in-
duits) et, dans le cas ou elles possédent un moment dipolaire permanent, s'orien-
ter dans le champ électrique.

P-0 P40
Pi Pi
FowoNT NS \,’i
® , \\/\/ . \I"*" . e
NS e Ny
p=0 E ~ AN
E

Considérons un petit élément de volume AV, centré en r, grand vis-a-vis des
dimensions moléculaires, mais petits vis-a-vis des dimensions macroscopiques.
Cet élément contient un moment dipolaire p, qui est la somme des dipdles
associés aux atomes ou aux molécules. On définit le vecteur polarisation P par

p= Z p: = P(r)AV  P(r) = densité de moment dipolaire (en C.m72)
iEAV
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L Milieux diélectriques

Le potentiel a I'extérieur du matériau peut s'écrire sous la forme

_ 1 pr(c’) P)-(r=1') .,
V(r) = [/Vf g av’ + | —L—_—_—qv

4meo r—r/| vy |r — 1|3

/
S /—”f(r2dv’+/ 22D gy +/ o) g
4meo v, v — 1’| e s, [T — 1|

avec les densités de charges induites par polarisation

n = normale extérieure au volume Vy

Du point de vue du potentiel généré, le matériau est équivalent a une distribution
volumique de charges (induites) pp(r) et & une distribution surfacique de charges
(induites) op(r).

On peut montrer que le potentiel a I'intérieur du matériau prend la méme
forme pourvu que I'on moyenne les variations rapides qui apparaissent a I'échelle
moléculaire.
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L Milieux diélectriques

Un matériau isolant est constitué de dipdles mis bout a bout. Lorsque la polarisation est
uniforme dans le matériau, le pdle négatif d'un dipdle étant trés proche du pdle positif
du dipdle suivant, et les charges étant égales en valeur absolue, il y a annulation de leurs
effets & grande distance. Seuls, alors, les pdles positifs/négatifs sur les faces avant/arriére
seront importants. Ce n’est rien d'autre que les charges induites a la surface du matériau.
De plus, si la divergence du vecteur polarisation est différente de zéro en un endroit du
matériau, il existe nécessairement une charge induite en volume a cet endroit.

Edépolzrisaﬁon
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L Milieux diélectriques

Dans un matériau, la loi de Gauss doit étre modifiée pour tenir compte des
charges induites. La distribution totale de charges est la superposition des charges
libres (f) et des charges induites par polarisation (P)

p(r) = ps(r) + pr(r)
En définissant le vecteur déplacement électrique par

|D(r) = «E(r) + P(r) |

on obtient un nouveau champ qui permet de réécrire la loi de Gauss pour ne
faire intervenir que les charges libres. En effet, on a

|vnmzwm|@!Lme=Qf

En tout point de la surface du matériau (sans charges libres de surface), la
composante normale de D est continue, ainsi que les composantes tangentielles
de E.

Dy —D_)-n=0
(E+—E_)><n:0
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L Milieux diélectriques

En général, la polarisation P(r) qui apparait dans un matériau est en tout point
proportionnelle au champ électrique (total) E(r) en ce point,

P(r) ~ eoxE(r)

Un tel matériau est appelé diélectrique. Le coefficient sans dimension x. est
la susceptibilité (di)électrique. Quelques valeurs usuelles sont données dans le
tableau ci-dessous.

Etat matiére Xe [20°C]
- vide 0
gaz air 0.0006
gaz eau 0.0126
liquide eau 80
liquide glycérine 41
solide verre 6
solide | germanium 15
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L Milieux diélectriques

Pour un matériau diélectrique, on a

D(r) = ¢oE(r) + P(r)

co(1 + x.) B(r)
€

R

ou ¢ est la permittivité du diélectrique. Il s'ensuit que l'intensité du champ
électrique régnant dans une région de |'espace remplie d'un matériau diélectrique
est réduite d'un facteur (1 + x.) par rapport a l'intensité du champ électrique
appliqué (dans le vide). On dit que la polarisation du matériau donne lieu a un
champ de dépolarisation qui s'oppose au champ appliqué. Le vecteur polarisation
s'exprime en fonction du déplacement électrique par

P(r) = jfexg D(r)

L'équation de Poisson pour un matériau diélectrique devient

AV (r) ~ _pr(r)
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L Milieux diélectriques

Considérons une charge ¢ au centre d'une sphere diélectrique de permittivité e
et de rayon R. La loi de Gauss généralisée donne

1 ¢
el
E(r) = 1 g
—= >R
47reor2eT "

A Iintérieur de la spheére diélectrique, le champ électrique est inférieur au champ
électrique qu’aurait généré la méme charge dans le vide. Le champ électrique est
discontinu au travers de la surface de la sphére, a I'inverse du vecteur déplacement
D(r) = eE(r). La polarisation P(r) = eoxE(r) donne lieu a une densité
volumique de charges nulle en tout point sauf a I'origine et une densité surfacique
de charges constante et positive
Xe

pp(r):—V-P:—1+Xeq6(r) op=n-P

= —XE
1+ xe

OR

oll or = q/(4wR?) est la charge superficielle que I'on obtiendrait si la charge ¢
était dispersée sur la surface de la sphere.
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L Milieux diélectriques

En présence de diélectriques, on peut montrer que

U= % D) E(x)dv

ce qui permet de définir une densité d'énergie électrostatique

u(r) = %D(r) B(r) = E ()

En la comparant a la densité d'énergie électrostatique up dans le vide ol régne
un champ Eg, on remarque que la densité d'énergie électrostatique se trouve
alors réduite d'un facteur (1 + x.) dans un diélectrique. En effet,

60(1+X€)E2(r) — €o Eg(r) — uO(I‘)

u(r) =
=" 2 (0~ (+x0
Cette réduction de I'énergie électrostatique dans un diélectrique permet de définir
une force par unité de volume qui agit sur ceux-ci

f(r) = — <@E2(r)> = F:/Vdf(r)dv
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L Magnétostatique

La force électromagnétique qui agit sur une particule chargée ne dépend pas uni-
quement de sa position mais également de sa vitesse. Elle peut étre décomposée

en deux forces :

@ une force électrique qui ne dépend pas du mouvement de la charge mais
uniquement de sa position — décrite par le champ électrique E(r,t)

@ une force, dite magnétique, qui dépend du mouvement de la charge

Cette force magnétique possede, a tout instant,

@ une direction orthogonale au vecteur vitesse de la particule chargée et
orthogonale a une direction indépendante des caractéristiques de la particule

(celle du champ magnétique) — son travail est nul

@ un module proportionnel a la charge électrique g et a la composante de la

vitesse orthogonale a cette direction

Le champ magnétique B (en kg.s™2.A™!) est défini, en tout point de I'espace
et 3 tout instant, au travers de la force électromagnétique totale que subit une

charge en mouvement, que |'on écrit sous la forme

F(r,v,t) = q¢(E(r,t) + v x B(r, t))

(force de Lorentz)
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L Magnétostatique

Un champ magnétique peut &tre créé par

& des char nétiques (pas encore découvertes .. .)

9 des charges électriques en mouvement (un courant électrique)
& des moments dipolaires magnétiques intrinséques (aimants permanents)

& des champs électriques variables dans le temps (correction de Maxwell a la
loi d’Ampere)
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L Magnétostatique

Un écoulement de charges peut étre décrit par un champ vectoriel j(r, t), appelé
densité de courant (en C.m_2.s_1), dont la direction est, en tout point, celle de
|"écoulement des charges et dont I'amplitude correspond a la quantité de charges
passant, par unité de surface et par unité de temps, au travers d'un élément
de surface AS perpendiculaire a I'écoulement. Considérons, a un instant ¢, un
élément de surface AS centré en r. La quantité de charges Ag qui s'écoule en
un temps At au travers de cet élément de surface vaut

Aqg=j(r,t) -nAS At (par définition)
=p(r,t)v(r,t) - n AS At
d’'ol on tire

lir,t) = p(r, ) v(x,1)|

— - g

- — — n - v

o= = v = . _ T |= — .F
e = -y .
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L Magnétostatique

Lorsqu’il y a plusieurs types de porteurs de charges (électrons, protons, ...),
j([‘, t) = Zji(ra t) = Z pi(ra t) Vi(ra t)

Il est intéressant de noter que I'on peut avoir j = >, j; # 0 avec p = >, p; = 0.
C'est d'ailleurs le cas pour un fil conducteur parcouru par un courant électrique. Ceci
explique aussi que, bien que la force magnétique soit beaucoup plus faible que la force
électrique si on considére seulement deux charges électriques g1 et g2 en interaction
mutuelle (Fe/Fm ~ v1 1)2/62), comme il est possible de mettre un trés grand nombre
de charges électriques en mouvement sans nécessairement dégager une charge électrique
nette, la force magnétique exercée par un courant macroscopique peut completement
surpasser la force électrique.

Le courant électrique au travers d'une surface S (en C.s™'), qui est la charge
traversant S par unité de temps, est égal au flux de la densité de courant j au
travers de cette surface (orientée)

I:/j-ndS
S
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L Magnétostatique

Expérimentalement, on observe que la charge électrique totale d'un systeme isolé
est constante au cours du temps, ou encore que la charge électrique (nette) n’est
jamais ni créée ni détruite.

Si on considére une surface fermée S,
la diminution (ou augmentation) de la
charge électrique contenue a l'intérieur
de cette surface doit résulter du passage
des charges au travers de la surface. On
en déduit I'équation de continuité

9p(r,t)
< +V-jr,t)=0
o T Vi)
valable a tout instant et en tout point
de I'espace.
Pour des courants constants :  p(r, )

(magnétostatique) j(r,t)
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L Magnétostatique

Suite a I'observation des influences mutuelles entre des fils parcourus par des
courants constants, Biot et Savart postulent qu'un élément de courant Id# situé
en r’ produit, en tout point de I'espace, un champ magnétique

dB(r) = 22 1de(r') x ror

47 |r —r/|3

Principe de superposition

Le champ magnétique créé par une
boucle (fermée) C parcourue par un cou-
rant constant d'intensité I est donné, en
tout point de I'espace, par

I'—I'
j[de EErE
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L Magnétostatique

Pour une distribution volumique de courants constants, on a

wo . r—r
B(I‘) = E/‘;J(I‘/)de‘//

ol V est la portion de I'espace contenant les charges en mouvement a I'origine
des courants électriques.

Il s’ensuit que le champ magnétique créé par des courants électriques est in-
divergentiel (on pense que c’est vrai en toute généralité, i.e. méme pour des champs
magnétiques B(r, t) arbitraires, car personne n'a jamais observé de charges magnétiques
dans la nature), soit

V-B

= /B-ndS:O
s

Vr V surface fermée S
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L Magnétostatique

En tout point de |'espace : V:B(r)=0

Interprétation et conséquences :

@ La loi de Biot et Savart fait uniquement intervenir des charges électriques
en mouvement, pas de charges magnétiques (et comme personne n’a jamais
observé de charges magnétiques, sa densité est considérée nulle)

9 Le flux de champ magnétique au travers d'une surface fermée est nul
= conservation du flux magnétique le long des lignes de champ

9 Le champ magnétique dérive d'un potentiel vecteur

[Be) =V < A)| avec [A()= Z;/v|j(_)|dv+vx()

V-A(r)=0

Jauge de Coulomb : Vx(r)=0 <
A(r) = 0 pour r — 400
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L Magnétostatique

Le rotationnel du champ magnétique est en tout point de I'espace proportionnel
a la densité de courant électrique

[V X B(x) = woi(r) |

L’équation correspondante pour le potentiel vecteur A(r) (dont dérive le champ
magnétique) s'écrit, en jauge de Coulomb,

[AA®) = —poj(r) |

Loi d'Ampere

Considérons une surface S, limitée par un contour C, et traversée par un courant
I (ce qui nécessite de choisir arbitrairement un sens pour la normale n a la surface).
On a (en respectant la régle de la main droite pour le sens de parcours de C)

7{ B-dl=puol (Ampere)
c
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l—Magnétostatique : I'essentiel

Magnétostatique [0,j=0, ,B=0],F,, =qvxB
en jauge de Coulomb [V - A = 0]
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L I::Iectrostatique — magnétostatique

Electrostatique
[Oep(r,t) =0, OE(r,t)=0]

Magnétostatique
[0¢j(r,t) =0, 0¢B(r,t) =0]

E(

r—r

1 '
- Ior g
r) 4meq /Vp(r ) [r —r/|3

V-E(r):@

€0
VXxE(r)=0
E(r) =-VV(r)
AV (r) = —@

/ E-ndS = Q
S fermée €0

7{ E.-d¢=0
C fermée

V/

_po [ .o, o1
B =42 [ i) i
V-B(r) =0

Y x B(r) = oj(r)
B(r) =V x A(r)

AA(r) = —po j(r)

/ B-ndS=0
S fermée

7§ B-de=pol
C fermée

av’
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L Force magnétique

La force magnétique que subit une particule ponctuelle de charge g et de vitesse
v(t) plongée dans un champ magnétique B(r,t) est donnée par

Fo(t) = qv(t)xB(r(t),t) (Lorentz avec E = 0)
ol r(t) est la position de la particule a I'instant .

Le long d'une boucle de courant, chaque élément de courant Id€ subit une force
dF = dqvxB = Id¢xB, résultant en une force totale

Fo(t) = ?{ 1dexB(r, 1)

Au sein d'une distribution volumique de courants, chaque élément de courant
jdV subit une force dF = dgvxB = pdV vxB = jxBdV, résultant en une
force totale

Fm(t):/vj(r,t)xB(r,t)dV
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L Développement multipolaire magnétostatique

Le potentiel vecteur a I'extérieur (r > rp.,) d'une distribution volumique de
courants constants peut s'écrire sous la forme d'un développement en série

_to [ @) gy o [ mxr LAY
A(r)_47r/v|r—r’|dv_47r {0—’_ r3 +O<r3 %z

avec

m:—/ rxj(r)dV
2Jv

ol le terme monopolaire est nul pour cause d'absence de charges magnétiques
et ol m est appelé moment dipolaire magnétique de la distribution de courants.

Dans le cas d'une boucle fermée C confinée dans un plan et parcourue par un courant
constant d'intensité I, m prend la forme

m= £}{ rxdé(r) = ISn
2 Je

ot S est la surface délimitée par la boucle C et n est la normale au plan contenant la
boucle (orientée d’apres le sens du courant).
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L Dipdle magnétique

Dii au caracteére vectoriel de la densité de courant, le développement multipolaire
magnétique est plus complexe que son analogue électrostatique. En particulier,
il fait apparaitre des moments multipolaires dits toroidaux (comme pour la dis-
tribution de courants illustrée a droite) non présents en électrostatique.

z
m
. i B
x I J

Une boucle circulaire de rayon R, contenue dans le plan z — y et parcourue par un
courant constant d'intensité I (circulant dans le sens trigonométrique vu depuis les
z > 0), a un moment dipolaire magnétique m = 7R2T e,. Un dipdle ponctuel est défini
par la double limite R — 0, I — +oco, mR2I = m. Le champ magnétique d’un dipdle
ponctuel est donné par

Bgip(r) = V x (ﬂm”) = ko (

4 3 4

ou le terme avec la fonction delta garantit que V - Bd;p =0Vr.

+—mM0

r3
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L Dipdle magnétique

L

Fig. Lignes de champ électrique d'un dipéle électrique non ponctuel (a gauche)
Lignes de champ magnétique d'un dipdle magnétique non ponctuel (3 droite).
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L Discontinuités du champ magnétique

Une distribution volumique de courants avec une densité de courant j(r) finie en
tout point de |'espace crée un potentiel vecteur et un champ magnétique

. / /
Ho _](I‘ ) ’ Ho e/t r—r ’
Ar)="— [ ——dV' B(r)="— r)x ———dV
(r) 471'/V|r—r’| (x) 47 V‘]( ) |r —r/|3
qui sont finis et continus en tout point de I'espace. Toutefois, en présence de
courants de surface (comme sur des conducteurs superficiels), B peut présenter
des discontinuités.

La composante du champ magnétique tangente a une surface parcourue par un
courant (densité superficielle de courant K(r) en C.s™'.m™') subit une disconti-
nuité au travers de cette surface. La composante normale du champ magnétique
est par contre toujours continue.

En tout point de la surface, nous avons les relations

By —B_)-n=0
By —B_)xn=—uK
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L I::nergie potentielle d’un dipdle magnétique

Un dip6le magnétique (ponctuel) plongé dans un champ magnétique extérieur
B(r) est soumis a un couple de force

|7(r) = mxB()|

L'énergie potentielle de rotation du dipdle magnétique est donnée par

|U(r) = —m-B(r)|

Dans un champ magnétique non-uniforme, le dipdle magnétique est soumis a
une force

| F(r) = —VU(r) = V(m - B(r)) |

@ Moment dipolaire paralléle au champ extérieur : la force agit dans la direction ou
I'intensité du champ augmente

@ Moment dipolaire antiparalléle au champ extérieur : la force agit dans la direction
ou l'intensité du champ décroit

@ Champ extérieur uniforme : force nulle
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L Milieux magnétiques

Lorsqu'un matériau est plongé dans un champ magnétique B, il y a appari-
tion d'un moment magnétique macroscopique induit. Si les atomes/molécules
possédent un moment magnétique permanent, ils vont s'orienter de maniére
préférentielle parallélement au champ magnétique appliqué (paramagnétisme).
Dans tous les cas (moment magnétique permanent ou pas), I'application d'un
champ magnétique a pour effet de conférer au nuage électronique de chaque
atome un mouvement de rotation supplémentaire qui va induire un moment
magnétique (diamagnétisme). D’apreés la loi de Lenz, ce moment magnétique
induit s'oppose au champ B qui lui a donné naissance.

M= M#0

m
® ' .
o
o o
oo

B B

DIAMAGNETISME PARAMAGNETISME

o\
ANV RGN B

o

N

Pl
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L Milieux magnétiques

Considérons un petit élément de volume AV, centré en r, grand vis-a-vis des
dimensions atomiques, mais petits vis-a-vis des dimensions macroscopiques. Cet
élément contient un moment dipolaire magnétique m, qui est la somme des
dipdles m; associés aux atomes ou aux molécules. On définit la magnétisation
(ou encore aimantation) M(r) en tout point du matériau par

m = Z m; = M(r)AV

IEAV

M(r) = densité de moment dipolaire magnétique (A.mfl)

Remarque

Les particules qui constituent la matiére qui nous entoure (électrons, protons et neu-
trons) possédent un moment magnétique intrinséque, appelé moment magnétique de
spin. L'explication des propriétés magnétiques de la matiére ne peut se faire que dans
le cadre de la mécanique quantique en tenant compte de ces moments magnétiques
intrinseques.
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L Milieux magnétiques

Le potentiel vecteur a I'extérieur du matériau peut s'écrire sous la forme

A =to [ 3 gy [ MEDC ) gy

Ir [y o] S P
. /
_ Mo / ir () dV’+/ Ju(r )dv+/ Ku(r') 1o
dm | Jy |r— 1| m|r—r’| S |r — 1/

avec les densités de courants induits

5

Ju(r) =V x M(r)
K (r) = M(r) xn

n = normale extérieure au volume V,,

On voit donc que le matériau est équivalent (au niveau du potentiel vecteur
généré) a une distribution volumique de courants (induits) jas(r) et a une dis-
tribution surfacique de courants (induits) K (r).

On peut montrer que le potentiel vecteur a I'intérieur du matériau prend la méme
forme si on moyenne les variations rapides qui apparaissent a I'échelle atomique.
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L Milieux magnétiques

Comme la magnétisation M induit un courant jas qui s'ajoute au courant des
charges libres jr, on a
J(r) =Js(r) +ja(r)

On introduit alors le champ magnétique H(r) par

qui permet de réécrire la loi d’Ampeére pour ne faire intervenir que les courants
libres

V x H(r) =j;(r) < éH-dﬁ:If

En tout point de la surface du matériau (sans courant libre de surface), les
composantes tangentielles de H sont continues, ainsi que la composante normale
de B.

(B+—-B_):n=
(H, —H_)xn=0
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L Milieux magnétiques

En général, I'aimantation M(r) qui apparait dans un matériau est en tout point
proportionnelle a I'induction magnétique (totale) B(r). L'usage veut qu’on écrive
une relation de proportionnalité entre I'aimantation M et le champ magnétique H,
soit

M(r) ~ xmH(r)

oll xm est appelé la susceptibilité magnétique du matériau (nombre sans dimension).
Dans ce cas, on a

B(r) = po(H(r) + M(r))
~ po(1+ xm) H(r)
1

ol p est la perméabilité du matériau (uo étant appelé perméabilité du vide). On
distingue trois comportements selon la valeur de xm,

@ xm <0 & u<po = |B|<uoH| (diamagnétisme)
O xm >0 < pu>p = |B|> po|H| (paramagnétisme)

@ xXm = xm(|B|) (ferromagnétisme)
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L Milieux magnétiques

matiere Xm [20°C] statut
vide 0 —
eau —0.9x107° dia
Bi —16.6 x 107° dia
C —2.1x107° dia
02 0.19 x 107° para
Al 2.1x107° para
Pt 28 x 1075 para

Pour les matériaux paramagnétiques, composés d'atomes (ou molécules) présentant un
moment magnétique permanent, I'effet diamagnétique est toujours présent mais il est
masqué par |'effet paramagnétique.

Les matériaux ferromagnétiques (Fe, Co, Ni, Fe3Oy4, ...) présentent une aimantation
non nulle de maniére permanente (en I'absence de champ magnétique appliqué) et des
susceptibilités magnétiques trés élevées (xm ~ 100).
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L Retour sur la loi de Gauss

La loi de Gauss pour le champ électrostatique peut s'écrire sous la forme
Gint = eo/ E(r)-ndS <& V- -E(r)=p(r)
s

Elle découle directement de la loi de Coulomb pour la force électrique entre
deux charges ponctuelles au repos et montre que la mesure (du flux) du champ
électrique créé par une particule permet d’en déterminer la charge.

Par extension, la charge électrique d'une particule en mouvement est définie au
travers de la loi de Gauss dépendante du temps,

qintzeo/E(r, H-nds| & [oV B0 =]
S

bien que dans ce cas, le champ électrique posseéde une forme plus compliquée
que celui créé par une charge ponctuelle au repos. L'expérience montre que la
charge électrique définie plus haut est une caractéristique intrinséque des par-
ticules fondamentales, quelque soit leur état de mouvement. C'est le principe
d'invariance de la charge.
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L Retour sur la loi de Gauss

La charge électrique d'une particule ne dépend pas de son état de mouvement.
Elle a la méme valeur pour tous les observateurs inertiels (c’est un invariant

\\\“/// N2

o v T

E

Fig. Champ électrique (a) d'une particule chargée au repos, (b) d'une
particule chargée en MRU (v = 0.6¢). Dans les deux cas, ¢ =
€0 fS -ndS > 0.

scalaire).
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L Loi d’induction de Faraday

En 1831, Faraday découvre qu’une variation de flux de champ magnétique au
travers d'une boucle conductrice fermée et stationnaire C induit un courant dans
celle-ci. Il en déduit qu'un champ magnétique variable induit un champ électrique,
a l'origine du courant. Expérimentalement, on trouve que le courant résulte d’une
force électromotrice Esat (un scalaire noté fem et exprimé en J/C) obéissant a

la loi de Faraday
d
stat % E dz - _E

du aux variations de B

B:/B-ndS:?{A-df
s c

est le flux de champ magnétique au travers de la boucle stationnaire. L'expérience
montre que la loi de Faraday est valable en toute généralité, méme pour des
boucles immatérielles.

Le signe de Esat est donné par la loi de Lenz : la force électromotrice induit un
courant qui crée un flux magnétique s’opposant a la variation de flux imposée.
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L Loi d’induction de Faraday

Dans le cas d'une boucle en mouvement a la vitesse v, la force électromotrice
totale est donnée par & = Esat + Ev avec

5v:7£(va)-dz:—d¢£

dt ldu au mouvement

La contribution & trouve son origine physique dans la force magnétique qui agit
sur les porteurs de charge en mouvement (cas des boucles conductrices).

En utilisant I'identité mathématique
i/ B-ndS:/ 9B L WV.B—Vx(vxB))-ndS

valable pour tout champ vectoriel différentiable B, ot Sy (S) est la surface en
mouvement (stationnaire), la loi de Faraday prend la forme différentielle
0B(r,t)

VXE(r,t)—l—T:O

valable en tout point de I'espace et a tout instant.
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L Loi d’induction de Faraday

Analogie Faraday - Ampere

En I'absence de charges électriques (p(r,t) = 0), nous avons
V x E(r,t) = —9;B(r,t) V x B(r) = poj(r)
—
V- E(I‘, t) =0 méme forme V. B(I‘) =0

Le champ électrique induit posséde donc, a chaque instant ¢, la méme forme que
le champ magnétique qu’aurait généré une distribution de courant de densité

j(r) = —0:B(r,t)/p0.

Contrairement au cas statique, le champ électrique ne dérive plus simplement
d'un potentiel scalaire. Nous avons a présent

E(r,t) = —VV(r,t) - %

On remarque que si dans le cas statique les phénomenes électriques et magnétiques
sont totalement découplés, une dépendance temporelle lie automatiquement et
intimement ces deux types de phénomeénes.
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L Inductance

Considérons un circuit C1 parcouru par un courant constant d'intensité ;. Le
champ magnétique généré par ce circuit est proportionnel au courant I; et il en
va de méme du flux magnétique au travers d'un second circuit C2. On a

. dae, - de
¢2 =M1 Iy ou Mz = ?{ ?{ ! 2 = My,
Cy c2 I'2|

est appelé coefficient d'induction mutuelle. Ce coefficient, généralement noté M,
ne dépend que de la forme et de la position des circuits.

B,
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L Inductance

Lorsqu’on fait varier I'intensité du courant dans le circuit Ci, le flux magnétique
au travers du circuit C2 varie, donnant naissance a une force électromotrice &2
dans C (d’apres la loi de Faraday)

d dI

& = _d¢2 _ 4,40

dt dt
Il est clair que ce changement de courant induit également une force électro-
motrice dans le circuit C1 lui-méme. A nouveau, le champ (et donc le flux)
magnétique est proportionnel au courant,

dI
¢=L1I = E=-L 7
ot L est appelée la self-inductance du circuit (en V.s.A™! ou H). C'est une quan-
tité intrinsequement positive qui joue le méme role dans les circuits électriques
que la masse dans les systemes mécaniques : plus L est grand, plus il est difficile
de changer |'intensité du courant de la méme maniére que plus la masse d'un
objet est grande, plus il est difficile d'en changer la vitesse.
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L Energie magnétique

Le travail W que nous devons fournir pour augmenter l'intensité du courant
dans un circuit (de résistance nulle) est le travail nécessaire pour vaincre la force
électromotrice qui apparaft dans le circuit (suite a cette augmentation)

dw _du .. dI 1o

o~ a HM gy v U=sgH

bm = LI = U:%}{A-(Ide)
C

L'expression pour une distribution volumique de courants s'écrit

UZE/A-jdV ou encore UZL/ B*(r)dV
2 /y 2u0 Jra

Interprétation

L'énergie U d'un systeme de courants (constants) est disséminée dans tout I'es-
pace ou regne un champ magnétique avec une densité
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L Loi d’Ampeére-Maxwell

La loi d’Ampeére a été établie en étudiant le champ magnétique créé par des
courants constants. Elle n'est plus valable pour des courants variables. En effet,

équation de
mpeére continuité Bp(r t) Gauss
)

A . IE
0=V-(VxB(r,t)) = poV-j(r,t) = —Ho—77 = -V. Ho€o - #0

Maxwell proposa, sans justification expérimentale mais en grande partie pour
des raisons de symétrie, d'ajouter un terme a la loi d’Ampére qui la rend compa-
tible avec |'équation de continuité. De la méme facon qu'un champ magnétique
variable induit un champ électrique (Faraday), Maxwell postula qu'un champ
électrique variable induit un champ magnétique. Il écrivit

OE(r, )

V x B(r,t) = poj(r,t) + poeo —,

La confirmation expérimentale de la théorie de Maxwell dii attendre de nom-
breuses années, jusqu'a |'observation des ondes électromagnétiques par Hertz en
1887 (apres la mort de Maxwell).
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L équations de Maxwell

dAnd Cod d>atd

V.E(r,t) = p(:;t) (Gauss)
V- -B(r,t)=0 (# charges magn.)
V x E(r,t) + aBg;’ ) =0 (Faraday)
V x B(r,t) — poeo % = po j(r,t) (Ampere-Maxwell)
Fi(r,v,t) = q(E(r,t) + v x B(r,1)) (Lorentz)

and then {there wad Cight

Vitesse de la lumiére dans le vide pour tous les observateurs inertiels : | ¢ =

\/ €00
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Boltzmann (1844-1906)
< Fiit-ce un Dieu qui écrivit ces signes? > Maxwell (1831-1879)

Max Planck (1858-1947)

"When | began my physical studies and sought advice from
my venerable teacher Philipp von Jolly... he portrayed to me
physics as a highly developed, almost fully matured science...
Possibly in one or another nook there would perhaps be a dust
particle or a small bubble to be examined and classified, but the
system as a whole stood there fairly secured, and theoretical
physics approached visibly that degree of perfection which, for

example, geometry has had already for centuries.”
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L Equations de Maxwell

@ Les équations de Maxwell forment un systéme d'équations aux dérivées
partielles pour les champs du premier ordre par rapport au temps et aux
coordonnées spatiales (en ce sens, la “coordonnée temporelle” t et les coor-
données spatiales x, y, z sont traitées sur un pied d'égalité, soulignant le caractere
relativiste de ces équations).

9 |l convient d'ajouter aux équations de Maxwell des conditions aux limites
physiques, en général E, B — 0 a grande distance d'une distribution loca-
lisée de charges connue.

@ Les équations de Maxwell en I'absence de sources admettent des solutions
dynamiques — les champs acquiérent une existence propre !

@ Al'instar de toutes les lois de la physique classique, les équations de Maxwell
sont déterministes et réversibles. Connaissant les sources p(r,t),j(r,t) (i.e.
en tout point de I'espace et a tout instant) et les champs en tout point
de l'espace a un instant donné, les équations de Maxwell permettent de
prédire avec certitude I'évolution future ou antérieure des champs. Toute
I'information sur I'état futur ou passé est donc contenue dans |'état présent
(< loi de conservation de I'information ).




Electromagnétisme John MARTIN | 2019-2020

L équations de Maxwell

9 Les équations de Maxwell sont linéaires (= principe de superposition).

— Si (E1,B1) et (E2,B2) sont solutions des équations de Maxwell en I'absence
de sources (p = 0, j = 0), alors toute combinaison linéaire (c1Eq1 + c2E2,c1B1 +
c2B2) est solution des équations de Maxwell en I'absence de sources.

— Si (E1,B1) et (E2,B3) sont solutions des équations de Maxwell pour les
sources (p1,j1) et (p2, j2) respectivement, alors toute combinaison linéaire (c1E1+
c2E2, c1B1+c2B2) est solution des équations de Maxwell pour les sources (c1p1+
cap2,ciji + c2j2).

@ Les équations de Maxwell conduisent a la loi de conservation locale de
la charge (— équation de continuité reliant les densités de charge et de
courant, voir page 94).

@ Les équations de Maxwell conduisent a la loi de conservation de |'énergie
et de la quantité de mouvement pour le systéme < particules chargées +
champs > (— théoréme de Poynting, voir page 140).

@ Les équations de Maxwell sont invariantes sous transformations de Lorentz.
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L Equations de Maxwell

@ La dynamique du systéme < particules chargées 4+ champs > est régie par
les équations de Maxwell supplémentées des équations de Newton-Lorentz
pour les particules chargées :

Pl g (B(ri0), 1)+ vilt) x B(ra(1),1))
Connaissant les positions et les vitesses initiales des particules {r;(0), v;(0)}
et la valeur initiale des champs en tout point de |'espace, les équations
de Maxwell et de Newton-Lorentz permettent de prédire avec certitude
I'évolution future (ou antérieure) du systéme < particules + champs >.
Au cours de cette évolution, les champs dictent aux particules comment
se déplacer et les particules dictent aux champs comment varier.

@ Si, un jour, I'existence de monopdles magnétiques est établie, il conviendra
d’adapter la loi de Gauss magnétique et la loi de Faraday comme suit :
V - B(r,t) = po pm(r,t) et V X E(r,t) + % = —po jm(r,t) ol pm et

Jjm sont les densités de charges magnétiques et de courants magnétiques.
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L I::quations de Maxwell

/E-ndszi (MW1)
S €o
B-ndS=0 (MW2)
S
d
E-dt=-- [ B-ndS (MW3)
© di S
d
%B-dﬁzuof-i-p,oeo—/E-ndS (MW4)
c dt Js
Flux de E au travers d'une surface fermée =  (Charge englobée par la surface)/eo
Flux de B au travers d'une surface fermée = 0
Circulation de E sur une boucle fermée = 7%(Flux de B au travers de la boucle)
Circulation de B sur une boucle fermée = uo(Courant au travers de la boucle)

+po€o 2 (Flux de E au travers de la boucle)

Arnold Sommerfeld : " The general development of Maxwell's theory must proceed from its differential
form ; for special problems the integral form may, however, be more advantageous”.
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L Potentiels électromagnétiques

Les champs électrique E(r, t) et magnétique B(r,t) peuvent s'exprimer a partir
des potentiels électromagnétiques V (r,t) et A(r,t),
OA

E=-VV-="

B=VxA

Sous cette forme, les champs E et B satisfont automatiquement aux équations
(MW?2) et (MW3). Les deux équations de Maxwell restantes sont alors équivalentes
aux équations (du second ordre) pour les potentiels V' et A,

9 P

AV 4+ (VA =—£

2

O°A A% .
AA—MMOW -V (V'Aﬁ-#oeog) = —loj

Ces derniéres peuvent étre simplifiées en fixant la jauge de maniére judicieuse.
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L Invariance de jauge

Il est en effet possible d'exécuter une transformation de jauge locale sur le poten-
tiels électromagnétiques qui laisse invariants les champs électrique et magnétique

A/:A—va E = E
V' = _ X - B =B
ot

ou x = x(r,t) est un champ scalaire quelconque (suffisament dérivable).

Les potentiels électromagnétiques n'ont pas la méme réalité physique que les champs
électromagnétiques. Les champs peuvent étre déterminés localement par une mesure
directe de la force de Lorentz s'exercant sur des particules chargées, au contraire des
potentiels qui ne sont pas définis univoquement a partir des champs E et B. Quel est
donc I'intérét de recourir aux potentiels électromagnétiques ? Le fait est que les poten-
tiels sont nécessaires pour pouvoir exprimer les équations du mouvement sous forme la-
grangienne (principe d’action stationnaire) ou hamiltonienne. Bien que les phénomeénes
physiques sont invariants de jauge, le formalisme lagrangien ou hamiltonien requiert
leur introduction. De plus, la propriété d'invariance de jauge locale apparait en physique
moderne comme un principe général que doit vérifier toute théorie sensée décrire les
interactions fondamentales (électromagnétiques, électrofaibles, fortes, ...).
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L Invariance de jauge

Il est toujours possible d'effectuer une transformation de jauge de maniere a
satisfaire a la condition de jauge de Coulomb ou de Lorenz :

Jauge de Coulomb Jauge de Lorenz

oV (r,t)

V-A(r,t) =0 V. A(r,t) = —eopo BN

Si une de ces deux conditions est satisfaite a un instant donné, alors elle I'est
a tout instant. De plus, les conditions précédentes ne fixent pas totalement la
jauge.

La jauge de Coulomb est a privilégier lorsqu'on cherche une interprétation phy-
sique cohérente avec les origines des champs dans le probléme étudié. Quant a
la jauge de Lorenz, elle est adaptée au formalisme relativiste dans lequel A et V/
sont traités sur un pied d’'égalité.
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L Ondes électromagnétiques

Les équations de Maxwell dans le vide et en I'absence de sources s'écrivent

0B(r,t
V x E(r,t) = —# V.-E(r,t)=0 (E transverse)
OE(r,t)
ot
On remarque que les deux lignes sont reliées entre elles par la substitution E —
Bc et B — —E/c. |l s'ensuit que les équations de Maxwell menent a la méme
équation d'ondes (a 3 dimensions) pour E et B.

V x B(r,t) = poeo V-B(r,t) =0 (B transverse)

OE(r, t)
AE(I‘, t) - EOMOT =0

9*B(r, t)
AB(r,t) — €opo Er 0

Ces équations posseédent des solutions dynamiques, signifiant que les champs
électrique et magnétique peuvent avoir une existence propre, i.e. indépendante
de la présence de charges (ex : e~ 4+et — v +7). Les ondes électromagnétiques
sont des ondes vectorielles transverses.
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L Ondes électromagnétiques

Cherchons des solutions d’ondes planes monochromatiques progressives
E(r,t) =% [EO 6i(k~r—wt)] ’ B(r,t) =R [Bo ei(k.r,wt)}

ol Ej et By sont des vecteurs réels et constants et k est le vecteur d'onde qui
donne a la fois la direction de propagation et la périodicité spatiale de I'onde
A =27 /k. La fréquence w donne la périodicité temporelle de I'onde T' = 27 /w.
Ces ondes planes sont solutions des équations d'ondes a condition que

w 1 _

E* —wleopo =0 = Uphase = & = ~310°ms ' =c¢

k  /eolo
La vitesse de propagation des ondes électromagnétiques dans le vide est donc
égale a la vitesse de la lumiére dans le vide ¢ quelque soit leur fréquence. En

outre, les vecteurs Eg et Bg doivent vérifier les relations

E()-k:o, Bo-k:(), UJB():kXEO (:>CBOZE())

Les vecteurs (k,Eq, Bo) forment un repére droit (ou dextrorsum). Les ondes
électromagnétiques planes sont donc des ondes vectorielles transverses (2 pola-
risations possibles). De plus, la forme des équations de Maxwell impose que les
champs E et B soient toujours en phase.
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ndes électromagné

"We can scarcely avoid the inference that light consists in the
transverse undulations of the same medium which is the cause

of electric and magnetic phenomena.”

J. C. Maxwell (1831-1879)

Hertz did not realize the practical importance of his experi-
ments. He stated that,

"It's of no use whatsoever]...] this is just an experiment that
proves Maestro Maxwell was right - we just have these myste-
rious electromagnetic waves that we cannot see with the naked

eye. But they are there.”

Asked about the ramifications of his discoveries, Hertz replied,

H. R. Hertz (1857-1894)  "Nothing, | guess."
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L Polarisations

Soit une onde électromagnétique plane de vecteur d'onde k = ke.. Il est com-
mode de considérer des vecteurs Eg = Fy e complexes, ot Ey = |Eole'® et € est
un vecteur polarisation complexe, avec la convention que les champs physiques
sont obtenus en prenant la partie réelle des champs complexes.

Onde polarisée linéairement :

9 € = ae, + Bey : vecteur polarisation linéaire, réel (o, 8 € R)
et unitaire (o> + 8% = 1).

2 E(r,t) =R [Eo 5&“”‘“’”] = |Eo| € cos(kz — wt + ¢)

Onde polarisée circulairement :

el = q:%(ez + iey) : vecteurs polarisations circulaires gauche (+)
et droite (—), complexes et unitaires.

dEi(r,t) =R [Eo I ei(sz“’t)]

= % [cos(kz — wt + ¢) ez Fsin(kz — wt + ¢) ey]
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Les champs E et B de |'onde électromagnétique oscillent en phase. lls sont perpen-
diculaires entre eux et perpendiculaires au vecteur d'onde k qui donne la direction de
propagation de |'onde. L'onde est dite polarisée linéairement dans la direction de son
champ électrique et le plan (E,k) est le plan de polarisation. La configuration des
champs a un instant donné est illustrée ci-dessous.

k E
E(r,t) = Eg sin(k - r — wyt), B(r,t) = % X 70 sin(k - r — wyt)

Les équations de Maxwell expliquent comment ces ondes peuvent se propager physiquement a travers l'espace en |'absence de milieu
(d'éther). Les champs étant variables  la fois spatialement et temporellement, le champ magnétique (électrique) variable temporellement
(spatialement) s’accompagne d'un champ électrique (magnétique) variable spatialement (temporellement) d'aprés la loi de Faraday. En méme
temps, le champ électrique (magnétique) variable temporellement (spatialement) s'accompagne nécessairement d'un champ magnétique
(électrique) variable spatialement (temporellement) d'aprés la loi de Ampére-Maxwell. Ces variations auto-entretenues des champs sont a

I'origine des ondes électromagnétiques, forcées de constamment se propager (a la vitesse de la lumiére c) pour continuer 3 exister.
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L Polarisations

Dans le cas d'une onde électromagnétique de polarisation circulaire droite (hélicité posi-
tive), un observateur fixe faisant face a I'onde incidente voit le vecteur champ électrique
tourner dans le sens trigonométrique (convention des quanticiens). La configuration des

champs a un instant donné est illustrée ci-dessous.

E
k=ke.,,¢=0 = Ei(rt)= —% [cos(kz — wit) € — sin(kz — wit) ey]

k E;i(rt
By(r,t) = EX#
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L Polarisations

Une onde plane non-monochromatique sous la forme d'un paquet d’ondes localisé
dans sa direction de propagation est aussi solution des équations de Maxwell si
les champs E et B oscillent en phase, sont orthogonaux entre eux et orthogonaux
a la direction de propagation de |'onde, spécifiée par un vecteur unitaire n. Le
cas d'une polarisation linéaire est illustré ci-dessous.

Plus précisément, les champs électromagnétiques
E
E(r,t) =Eo f(n-r —ct), B(r,t):nx—of(n'r—ct)
c

se déplagant a la vitesse de la lumiére ¢ dans la direction et le sens du vecteur unitaire
n, sans déformation, sont solutions des équations de Maxwell en I'absence de sources.
La fonction f détermine la forme du paquet d'ondes électromagnétiques.



L Spectre électromagnétique
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L Potentiels retardés

En jauge de Lorenz, les potentiels électromagnétiques obéissent a des équations
d’ondes découplées

p(r,t) — 10
OV(r,t)=— p OUD:A_CTﬁ est
. I'opérateur des ondes

OA(r,t) = —poj(r,t) (ou d'Alembertien).

Les solutions physiques (qui respectent la causalité) de ces équations d’ondes
sont données, pour des sources localisées, par les potentiels retardés

_ [r—r’|
1 p(r’,tr—t—%)

~ Ireo |r — 1/

av’

. _ |r—r’|
j (r’,tr =t— —)
Ho c
A(I‘,t) = E |I‘—1‘/| dV/

ol t — t, représente le temps que met l'information sur la présence de charges
et de courants en r’ 3 se propager jusqu'en r A la vitesse de la lumiere c.
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I—Théur{ame de Poynting

Le théoreme de Poynting exprime la conservation de |'énergie totale.

Désignons par Umec I'énergie mécanique (cinétique, potentielle gravifique, ...)
d'un ensemble de particules contenues dans un volume V. Si aucune particule ne
sort du volume, nous avons

d(Uem;'Umec _ /S S

ol Usm = Usm(t) représente |'énergie du champ électromagnétique contenu dans
le volume V a l'instant ¢ (uem(r,t) étant la densité d'énergie),

o B2(r, 1) o B3(r, )
2 2/1,0

Uen(t) = / Uem(r, 1) dV | avec | uem(r,t) =
v

et S est le vecteur de Poynting qui représente I'énergie par unité de temps et par
unité de surface transportée par le champ ([S]=J.m™2.s71),

S(r, 1) = i E(r, ) x B(r, t)
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I—Théur{ame de Poynting

Désignons par Pne I'impulsion mécanique totale d’un ensemble de particules
contenues dans un volume V. La conservation de I'impulsion totale (champs +
particules) s’écrit (pour la composante i = z,y, z)

Wt Poic) _ [ (Tompids= [ 3 Tiynyds
s S

dt
j=zy,z

ol Py = Py (t) désigne I'impulsion du champ électromagnétique contenu dans
le volume V a I'instant ¢ (pem(r, t) étant la densité d'impulsion),

Pam(t) = / Pém(r,t)dV [ avec | Pém(r,t) = poeo S(r, t) |
v

et ol T est le tenseur (d’ordre 2) des contraintes de Maxwell, de composantes

E? 1 B?
Ths = E.E; — —6;; — | B;B; — —6i;
] 60( J 2 J) + 1o < J 2 J)
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I—Thécnriame de Poynting

Considérons une onde plane progressive, monochromatique et polarisée linéairement
se propageant selon Oz (vecteur d'onde k = ke, pulsation wy = kc),

E(r,t) = Eg sin(kz — wit), B(r,t) = e.x % sin(kz — wyt)

@ Densité d'énergie électromagnétique

Uem (T, 1) = 1o (T, 1) + U (1, 1) = 2ue(r, ) = e B sin® (kz — wyt)

1 [r Ej
(ttem (1, 1)) = T/o u(r, t)dt = 220 (7 = 2m )
@ Vecteur de Poynting
2
S(r, 1) = wem(r,t) ce. = I(r) = (S(r,1)) = @ (intensité)
@ Densité d'impulsion
Uem (T, T) e E3
ém ;t = ————— €; = ém ;t = z
pan(e,6) = 20 o o (pn(r, 1)) = L2

Ces résultats peuvent s'interpréter en termes de photons (particules de masse nulle
se déplacant a la vitesse de la lumiére) d'énergie 7w et d'impulsion (Aw/c)e..
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L Champs radiatifs

Les champs électrique et magnétique qui sont solutions des équations de Maxwell
pour des sources arbitraires p(r,t) et j(r,t) se déduisent des potentiels retardés
par les relations E(r,t) = —=VV(r,t) — 9:A(r,t) et B(r,t) = V X A(r,t), soit

1 , r—r ,
E(r,t) = —— ==X 4 E.(rt
(5,1 mo/P(rv T )

4 r—r/3

/
B(r,t) = &/j(r’,n)xfirdv’ + Bi(rt)

ol les contributions transverses E | et B | contiennent les éventuels champs radiatifs
(champs transverses qui se comportent en 1/r a grande distance des sources),

B (rt) = — /Pp(r’t’) ror St | gy

~ 4reo @ v —r/|2 2 |r—r'|

. / -
BL(I‘J):&/(}SJ(I‘JT)X T av

4m c |r — r/|?
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L Champs radiatifs

Les champs radiatifs sont ces champs qui sont capables de transporter de |'énergie sur
des distances arbitraires. La signature d'un rayonnement d'énergie est un flux irréversible
d’énergie émanant d'une source. Considérons une source localisée pres de I'origine de
notre systéeme de coordonnées. Imaginons une sphére de rayon r, beaucoup plus grande
que les dimensions de la source. La puissance totale (énergie totale par unité temps)
passant au travers de la surface S, de la sphére est donnée par I'intégrale du vecteur
de Poynting, soit

Pirt)= [ S-nds— i/ (ExB) - ndS
Sr Ko J s,
La puissance rayonnée est définie comme la limite de cette quantité lorsque le rayon r
de la sphere tend vers I'infini,
Pag(t) = lim P(r,t) (définition)
r—-+oo
Elle représente |'énergie qui est transportée par les champs par unité de temps a l'infini,
et qui ne revient donc jamais. Puisque la surface de la sphere vaut 472, pour avoir un
rayonnement (P, # 0), il faut que le vecteur de Poynting se comporte a grande distance
comme 1/r2. Les champs (électrique et magnétique) statiques se comportent au mieux
comme 1/72 et le vecteur de Poynting au mieux comme 1/r4. Les sources statiques ne
rayonnent donc pas. En revanche, des champs variables dans le temps (provenant de
sources variables dans le temps) possedent des composantes qui se comportent comme
1/r a grande distance. Ce sont ces composantes qui donnent lieu a un rayonnement
électromagnétique.
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L Champs radiatifs

On considére deux sphéres conductrices de taille négligeable reliées entre elles
par un fil conducteur parcouru par un courant oscillant. Ce courant est choisi de
maniére a ce que les sphéres portent une charge +q(t) = %qo cos(wt).

.

z
0 zone de radiation: A\ < r

+q(t) A
d[ Qi) dipdle ponctuel : d < A, r

~qlt) Y

Les densités de charge et de courant associées a cette distribution de charges
non-stationnaire,

p(r,t) = qocos(wt)[d(r —d/2e.) —d(r +d/2e;)]
§(r.1) = —qow sin(w)3()5(y)6(d/2 — |2|) e
donnent lieu a une charge nulle et un moment dipolaire électrique oscillant

p(t) = Po cos(wt), Po = qu €
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L Champs radiatifs

A la limite ponctuelle (d < 7, d < ¢/w = \/27) et 3 grande distance de la
source (r > c¢/w, zone dite de radiation), les potentiels électromagnétiques sont
donnés (en ne retenant que les termes en 1/r) par

1 p(r' tr) pow cosf 1
Vi = o /v s - R S infu(t = /o) ~

Ho j(' t) / HoPow . 1
A = — = - 7 ~ - — L~ —
(r,t) 4 /v 1] AV’ ~ e sinjw(t —r/c)] e .

Ces potentiels électromagnétiques dépendent du temps retardé ¢—r/c et donnent,
pour cette raison, lieu a des champs radiatifs

2 .
w” sinf 1
Era(r, t) = _41;06062 . coslw(t —r/c) eq ~ .
2 .
Brg(r,1) = & XEnd(r,t) _ pow” sind osfio(t — r/e)] ey ~ L

c 4mepcd 1
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L Champs radiatifs

Les champs radiatifs représentent des ondes (sphériques) monochromatiques de
pulsation w se propageant dans la direction radiale a la vitesse de la lumiere.
Eraa(r, t) et Brag(r,t) sont en phase, mutuellement perpendiculaires et trans-
verses. Le rapport des amplitudes vaut Frad,0/Brad,0 = C.

Vecteur de Poynting Puissance rayonnée
(moyenné sur une période) (moyennée sur une période)
2 4 2 2 4
pow” sin” @ Pow
<Srad> - W T2 €er = <Prad> = / <Srad> -ndS = m

z
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L Champs radiatifs

Pour une distribution localisée de charges et de courants arbitraires dépendant du
temps, les résultats précédents restent valables pourvu que la dérivée seconde du
moment dipolaire électrique de la distribution ne soit pas nulle a tout instant. Plus
précisément, dans la zone de radiation (loin des sources), les champs radiatifs
sont donnés par

p(ty) sind o

Ed(r,t) &~ —— [e, x (e, x p(t,))] =
2 (r,t) 4megc?r [erx(erxB(t))] 4megc? T
er X Epnq(r, t) 1 .. p(tr) sind
B t) ~ = — r tr)] = —_—
rea(1, ) c 4mepcdr [erxB(tr)] 4megc® 7 o

ot p(tr) = [}, p(r,t;) rdV est le moment dipolaire électrique de la distribution
de charges évalué au temps retardé ¢, =t —r/c, et I'axe z est dans la direction
de P(t,), soit p(¢r) = P(¢r) e.. Le vecteur de Poynting est donné par

p(t.)]? sin®0
Spaa(r, 1) ~ DU s 0
16m2€gc3 12
et la puissance totale rayonnée vaut

Prag (t) = [p(tr)]z

~ 6mepc3

(s
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L Formule de Larmor

Toute charge accélérée génére un champ de radiation. Le champ émis étant
proportionnel a I'accélération, la puissance rayonnée est proportionnelle au carré
de I'accélération

¢?a®  sin?0 qa
16m2€9c® 72

Srad =

Cependant, si les charges subissent juste une trans-
lation uniforme, le champ E,,q s'annule et il n'y a
aucun rayonnement émis. Ceci peut étre vu comme
une conséquence du principe de relativité restreinte
qui stipule que les lois de la physique sont inva-
riantes (ont la mé&me forme) dans tous les référentiels
d'inertie (référentiels en MRU les uns par rapport aux
autres). Puisque la particule chargée ne rayonne pas
dans le référentiel ou elle est au repos, elle ne rayon-
nera pas non plus dans tout autre référentiel inertiel
ou elle est en MRU.
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L Champs créés par une charge ponctuelle en MRU

Les champs électrique et magnétique créés par une charge ponctuelle ¢ se déplagant
le long d'une trajectoire rectiligne R(t) = (vt,0,0) a vitesse constante sont
donnés par

q 1-p° er R(1)
E(r,t) =
(r,t) 47eq (1 — B2sin? 9,)3/2 |r — R(t)|?
B(r1) = ¥ x @

oll B =wv/cet 0 est I'angle entre e,_gr(:) et e, (direction de propagation).

E

R4

Fig. Lignes de champs électrique et magnétique créés par une particule
chargée en mouvement rectiligne uniforme (MRU).
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L Bremsstrahlung et rayonnement synchrotron

Rayonnement de freinage Rayonnement synchrotron
Bremsstrahlung
a et v colinéaires a et v perpendiculaires

apP ¢a® sin” 0 dapP _ q%a> (1 —Bcosh)? — (1 — B%)sin? 6 cos p*
dQ "~ 167m2e0c3 (1 — Bos0)d dQ ~ 16m2eoc3 (1 - Bcosh)>

m‘
-
<

N a S
551
CoEVv @@ >
B~0

B =wv/cet 0 est I'angle entre v et r
B ~ 0 : régime non relativiste, 8 < 1 : régime relativiste
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L Principes de relativité

"It is known that Maxwell's electrodynamics - as usually understood at the present
time - when applied to moving bodies, leads to asymmetries which do not appear to
be inherent in the phenomena. Take, for example, the reciprocal electrodynamic action
of a magnet and a conductor. The observable phenomenon here depends only on the
relative motion of the conductor and the magnet, whereas the customary view draws a
sharp distinction between the two cases in which either the one or the other of these
bodies is in motion. For if the magnet is in motion and the conductor at rest, there
arises in the neighbourhood of the magnet an electric field with a certain definite
energy, producing a current at the places where parts of the conductor are situated.
But if the magnet is stationary and the conductor in motion, no electric field arises in
the neighbourhood of the magnet. In the conductor, however, we find an electromotive
force, to which in itself there is no corresponding energy, but which gives rise -
assuming equality of relative motion in the two cases discussed - to electric currents of
the same path and intensity as those produced by the electric forces in the former case.”

Sur I'électrodynamique des corps en mouvement (1905)
A. Einstein
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L Principes de relativité

Toutes les lois de la mécanique ont la méme forme dans tous les référentiels
inertiels — transformations de Galilée (espace relatif, temps absolu)

Principe de relativité restreinte

Toutes les lois de la physique (mécanique, électromagnétisme, ...) ont la méme
forme dans tous les référentiels inertiels — transformations de Lorentz (espace
et temps relatifs)

Principe de relativité générale
Toutes les lois de la physique ont la méme forme dans tous les référentiels —

espace-temps = variété pseudo-riemanienne lorentzienne a quatre dimensions

Remarque : Des lois qui gardent la méme forme dans différents référentiels sont dites
covariantes
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Electromagnétisme

L Principes de relativité

La loi fondamentale de la dynamique est invariante en forme sous transformations

de Galilée.
t a t/ t
| d_fs’:F; x: _ [z Vot i =
y|’ p=ma& Y Yy [
% dt Z/ 2 P dt’
Yy
t

€y

(o} ey

e x
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L Invariance des équations de Maxwell

Constat : L'expérience de Michelson et Morley a mis en évidence que la lumiére se
propage a la méme vitesse ¢ dans différents référentiels inertiels, en contradiction avec
la loi d’addition des vitesses provenant de la transformation de Galilée.

Selon le principe de relativité restreinte, les équations de Maxwell sont valables
dans tous les référentiels inertiels. En jauge de Lorenz, leur formulation en termes
de potentiels prend la forme d’équations d’onde (voir page 139) :

gv=-~ OA = —puoj
€0

On en déduit que les équations de Maxwell sont invariantes sous |'action de toute
transformation (prise linéaire et invertible sur R*) qui laisse invariante I'opérateur
des ondes (ol ¢ est considérée comme une constante universelle)

D_82+82+82 102

o0x?  Oy? 022 c?0ot?

Parmi ces transformations, celles qui laissent I'origine de R* fixe laissent aussi
invariante la forme quadratique minkowskienne s? = z2 + y? 4+ 22 — *t? et
forment un groupe : le groupe de Lorentz homogene.
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L Invariance des équations de Maxwell

La loi fondamentale de la dynamique (sa généralisation relativiste) et les équations
de Maxwell sont invariantes en forme sous transformations de Lorentz.

t—Vox/c?
/
QA" = —pgjh t V1=V /e?

Ny o+

/A — S/ 1L
xT . z—Vpt - j4 KoJ
9 % =q(E+vxB) y | | Ji-V@/e | dltj/ =q(E'+v'xB’)
p= 2o z' y p' = mov’
1—v2/c2 2 m
Y
t

€y

(o} (=
€. T
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L Invariance des équations de Maxwell

@ La lumiére se propage a la méme vitesse ¢ dans tout les référentiels inertiels.

9 Deux évenements qui sont simultanés dans un référentiel inertiel ne le sont
plus nécessairement dans un autre (t1 =tz # 1] =t5).

@ Des horloges en mouvement égrénent le temps plus lentement. C'est le
phénomene de dilatation du temps : la durée relative est plus grande que la
durée propre. Plus précisément, les intervalles de temps entre deux événements
mesurés par deux observateurs inertiels sont reliés par

At = 4/1-V3Z/c2 At

@ Des objets en mouvement sont raccourcis dans la direction de leur vitesse.
C'est le phénomeéne de contraction des longueurs : la longueur relative est
plus petite que la longueur propre. Plus précisément, les longueurs d’un
méme objet mesurées par deux observateurs inertiels sont reliées par

1

—A
V1=Vg¢/c?

Az =
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L Formulation relativiste des équations de Maxwell

La loi de transformation des coordonnées spatio-temporelles d'un événement peut s'écrire,
dans le cas d'un boost selon x, sous la forme

ct/ v —yB 0 0 ct
| | -8 ~ 0 0 T
y | 0 0 1 0 y
2! 0 0 0 1 z
avec B =Vp/cety=1/4/1—VZ/c2 > 1, ou encore
alt :ZAﬂyxV (H?V:0717273)
v

ol on a introduit le quadrivecteur position
v 0.1 .2 3\T T
z = (x 7w 7w Vx ) = (Ct7 x7y7 Z)

et la matrice réelle 4 x 4 de transformation de Lorentz A, de composantes

v=0 v=1 v=2 v=3

Y -8 0 0 uw=0
A, = 8 v 0 0 p=1

0 0 1 0 p=2

0 0 0 1 uw=3
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L Formulation relativiste des équations de Maxwell

Par extension, on définit les quadrivecteurs potentiels et sources

V/e cp
A : J
A = * = z
Ay | J Jy
Az Jz

et on postule qu'ils obéissent aux mémes lois de transformation (d’un référentiel
inertiel & un autre) que le quadrivecteur position, soit

3 3
A=A, A, §r =D A5
v=0 v=0

Cela revient par exemple a réaliser que les densités de charge et de courant sont sim-
plement deux aspects différents du méme objet physique, le quadri-courant, dont la
loi de transformation peut étre déduite de I'invariance de la charge électrique et de la
transformation de Lorentz pour les coordonnées spatio-temporelles.

Les équations de Maxwell admettent alors la méme forme dans tout référentiel
inertiel en termes de quadrivecteurs (forme covariante),

OA* = —poj* (en jauge de Lorenz)
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L Formulation relativiste des équations de Maxwell

La loi de transformation du quadripotentiel permet de déterminer la loi de trans-
formation des champs électrique et magnétique, puisque ceux-ci dérivent des
potentiels. Le champ électromagnétique peut alors étre décrit par un tenseur
antisymétrique d’ordre 2, dit de Faraday, de composantes

0 +Ez/c +Ey/c +E./c

—Egz/c 0 +B. —By

FHY — Farad
—EyJc —B. 0 1B, (Faraday)
—E.Jc +B, —Ba. 0

Si, lors d'un changement de référentiel inertiel, le quadripotentiel se transforme
3
selon A" =3%""_  A*, A”, alors le tenseur de Faraday se transforme selon

3 3
i =3 " " AFAY, FET
£=07=0
Dans le cas d'un boost selon x, cela méne a la loi de transformation des champs
E! = FE, B, = B,

E, = ~(E,—VoB:) et B, = ~(By+WE:/c?)
E, = ~(B:+VoBy) B. = ~4(B:—=VoEy/c?)
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L Formulation relativiste des équations de Maxwell

Le tenseur métrique n permet de calculer des distances spatio-temporelles entre événements,
As? = Ax2 + Ay2 + Az22 —2A2 = Zu L Nuv Azt Az?, égales pour tout observateur

inertiel (i.e. Lorentz invariantes). Il est donné par
17’_“, = 17"“/ = d|ag(—1, +1, +1, -‘rl)

Le tenseur métrique sert aussi & passer des composantes contravariantes (indices supérieurs)
au composantes covariantes (indices inférieurs) selon

3 3 3
Ap =3 muwA”s  Fuy =33 g P
v=0 £=07=0

Ainsi, nous avons en termes de composantes covariantes,

—ct -V/e 0 —Ez/c —Ey/c —E./c
o= U ro_ 4B 0 +B.  —B,
o y ) W Ay ’ = +Ey/c —B. 0 + B,
z A, +E./c +By —Ba. 0

o A
On notera que le tenseur de Faraday admet |'écriture F),, = g’:[; — 54 €t que les

équations de Maxwell admettent I'écriture covariante (p, v, € =0,1,2,3)

v

;;) opn 107 Ozt dxv Oxé

3. gFHv QFvE  QFEH  §Emv
+ + =0
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L Limites de I'électrodynamique classique

"... there would be a very real difficulty in supposing that the law 1/72 held down to
zero values of r. For the force between two charges at zero distance would be infinite ;
we should have charges of opposite sign continually rushing together and, when once
together, no force would be adequate to separate them... Thus the matter in the
universe would tend to shrink into nothing or to diminish indefinitely in size... We
should however probably be wrong in regarding a molecule as a cluster of electrons and
positive charges. A more likely suggestion, put forward by Larmor and others is that
the molecule may consist, in part at least, of rings of electrons in rapid orbital motion.”

Jeans, 1915

"We take a piece of metal. Or a stone. When we think about it, we are astonished that
this quantity of matter should occupy so large a volume. Admittedly, the molecules are
packed tightly together, and likewise the atoms within each molecule. But why are the
atoms themselves so big ? ... Answer : only the Pauli principle, 'No two electrons in the
same state.” That is why atoms are so unnecessarily big, and why the metal and stone
are so bulky.”

Ehrenfest
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L Limites de I’électrodynamique classique

La stabilité de la matiére est d'origine quantique.

@ Les atomes sont stables a cause d'un " principe d'incertitude” (une inégalité
du méme type que l'inégalité d'Heisenberg pour la position et I'impulsion
d’une particule).

@ La matiere est stable a cause d'un " principe d'incertitude” plus fort, valable
uniquement pour les fermions et lié au principe d’'exclusion de Pauli.
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Compléments
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L Moments dipolaires d’'un ensemble de charges ponctuelles

A un ensemble de N particules ponctuelles chargées en mouvement [charges ¢;,
vitesses v;, i = 1,2, ..., N] correspondent les sources

N
p(r,t) = Z qi0(r —ri(t))

N
i) = 3 avi(®3(r = (1)

Une telle distribution de charges en mouvement est caractérisée par une charge
(électrique) totale Q = 3", gi, et les moments dipolaires électrique et magnétique

N
pt) = qu(t)

1 N
m(t) = 5 > ari(t)xvi(t)
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I—Jauge de Coulomb

Il est toujours possible d'effectuer une transformation de jauge de maniere a
satisfaire a la condition de jauge de Coulomb
V-A(r,t)=0 (A transverse)

En jauge de Coulomb, les potentiels obéissent aux équations
p %A . ov
AV = —— AA — — =— —
o’ Ho€o s Mo + poeoV N
Celles-ci admettent pour solutions

Vi t) = — /p(r/’t)dV’

" 4reg |r — 1’|

. ’ _ [r—r’]|
Ji(rtr=t——+
Alr,t) = @/ ( )dV'

T Am |r —r/|

ol j1 est la densité de courant transverse (j = jj +j. avec V-ji =0)

. 1 j(r',t
ji(r,t) = EVXVX/MdV’
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l—Jauge de Coulomb

Jauge de Coulomb (1)

Dans la jauge de Coulomb et en I'absence de sources (p = 0, j = 0), les potentiels
satisfont

2 ot?
Les champs électrique et magnétique (radiatifs) dérivent alors uniquement du
potentiel vecteur par le biais des relations

_oA
ot

B=VxA

Vit =0 et <A— ! 82>A(r,t)=0

E =
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L Modes d’une cavité électromagnétique

Partons des équations de Maxwell pour les champs E(r,¢) et B(r,t) en I'ab-
sence de sources et cherchons des solutions (complexes) monochromatiques de

pulsation w,
E(r,t) = E(r) e ™! } { V x E(r) = iwB(r) V-E(r)=0
B(r,t) = B(r) e ™! V xB(r) = —ipoeowE(r) V:B(r)=0

Ceci nous meéne directement aux équations d"Helmholtz (dans le vide)

(A+K) E(r)=0
(A+K°) B(r)=0

qui ne possedent en général de solutions que pour certaines valeurs de w = ke,
appelées fréquences propres. Ces fréquences propres et les modes propres associés
(les champs E(r) et B(r)) dépendent des conditions aux limites imposées aux
champs par la géométrie du systéme et par les propriétés électrique et magnétique
de ses frontiéres (ex : une cavité métallique de forme rectangulaire).
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L Modes d’une cavité électromagnétique

Dans un conducteur parfait (mouvement libre et instantané des charges sans
dissipation), les champs électrique et magnétique sont nuls!. Seul le champ
électrique E | (r) normal 3 la surface du conducteur et le champ magnétique
By (r) parralléle a la surface peuvent étre non nuls (de méme que les densités
surfaciques de charge o(r) = egE_L (r) et de courant K(r) = —pon x Bj(r)).

Dans une cavité métallique rectangulaire de cotés L., L,, L., nous avons les
modes propres

= \/8/V ez €08 (kn, @) sin (kn,y) sin (kn. 2)

E,(r)

Ey(r) = \/8/Veysin (kn,z) cos (kny,y) sin (kn, 2)

E.(r) = \/8/Ve. sin (kn, x)sin (knyy) cos (kn., 2)
de polarisation € = (e, €y, €-), de vecteur d'onde et de pulsation

ki=n,w/L; (i=uz,y,2, ni €N)

Wnamyne = oy /K2 + K2+ k2

1. Plus précisément, E = 0 dans le matériau conducteur et la troisieme équation de Maxwell
(V x E(r,t) = —%) montre que B est stationnaire dans le matériau. Si initialement le
champ magnétique était nul, il le reste constamment.
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L Modes d’une cavité électromagnétique

La loi de Faraday V x E(r) = iw B(r) permet d'obtenir le champ magnétique

associé
B.(r) = % é(e X k) sin (kn, @) cos (kn,y) cos (kn, 2)
By(r) = L1/ 2(e x 1)y cos (kn, ) sin (k) cos (k. 2)
B.(r) = 5 é(e x k) cos (kn, x) cos (kn,y) sin (kn_ z)

Les modes TE (transverse électrique) correspondent & un champ électrique dont
la composante E. est nulle (e, = 0).

Les modes TM (transverse magnétique) correspondent a un champ magnétique
dont la composante B est nulle ((e x k). = 0).
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L Dipéle électrique ponctuel oscillant

A la limite ponctuelle (d < 7, d < ¢/w = \/27), les champs émis par un dipdle
oscillant de moment p(t) = po cos(wt) = R[po e "*] sont donnés par

E(r,t) = R { L {<k2 FL. i) p(t) - <k2 s 3) (p(t) - e,)eTH

r2 r2
ikr .
o | Hoce 2 |tk
B(r,t) =% [_47r " <k: + . > er Xp(t)}

A courte distance (r < A, kr < 1), nous retrouvons le champ électrostatique
créé par une dipble ponctuel et la loi de Biot-Savart pour le champ magnétique
créé par un courant de densité j(r,t) = j(¢)d(r) = p(t)d(r),

B(r,¢) ~ —— (Mer_ M)

4meo r3 r3

o j(t)xr
B(I‘,t):E (23

tandis qu'a grande distance (r > A, kr > 1), nous retrouvons les champs
radiatifs (voir page 148).
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L Maxima et minima d’intensité des champs

Dans une région dépourvue de charges et de courants, |'intensité
d’un champ statique, électrique ot magnétique, peut présenter
des minima locaux mais pas de maxima locaux

Maxima :
En effet, supposons qu’un maximum de |C| existe (C = E ou B). Dans un systeme de
coordonnées ol le maximum est a |'origine, nous pouvons écrire

C(r) = C(0) 4+ 6C(r) et C2(r) = C%(0)+ 6C%(r)+2C(0) - 6C(r) Vr

avec §C(0) = 0. Les deux premiers termes de C2 sont positifs. Pour que C2(0) soit un
maximum, nous devons avoir C(0) - 6C(r) < 0 Vr aux alentours de r = 0. En prenant
I'axe z le long de C(0), nous obtenons C(0) - 6C(r) = C-(0)6C,(r) avec C,(0) > 0
et la condition précédente devient §C(r) < 0 Vr aux alentours de r = 0. Par ailleurs,
en régime statique, nous avons

0=Vx(VxC)=V(V-C)—AC = —AC = —(ASCy, ASC), ASC,)
=0 =0

Mais si 6C, vérifie I'équation de Laplace, sa valeur a I'origine (0) doit &tre égale a sa
valeur moyenne sur une sphére centrée sur |'origine. Dés lors, la condition §C(r) < 0
Vr aux alentours de r = 0 ne peut &tre satisfaite et |C| ne peut avoir de maxima.
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L Maxima et minima d’intensité des champs

Minima :
Si un minimum de |C| existe a I'origine, alors, hormis le cas trivial C = const, nous
devons avoir

5C2(r)+2C(0) - 6C(r) >0 Vr proche der =0

D’apres la discussion sur les maxima, C(0) - 6C(r), s'il est non-nul, ne peut garder le
méme signe en tout point proche de I'origine. Par conséquent, une maniére de satisfaire
la condition précédente est d’avoir C(0) - 6C(r) = 0 (comme c'est le cas par exemple
lorsque C(0) = 0).

Exemple :

Le champ quadrupolaire C = cyx e; + cyyey + czz e, avec ¢p + ¢y + ¢ = 0 (afin de
vérifier V - C = 0) présente un minimum d'intensité a |'origine.
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L Mouvement d’une particule chargée dans un champ électromagnétique

La force que subit une particule (relativiste ou non) de charge g et de vitesse v
plongée dans un champ électromagnétique a pour expression

Fi(r,v,t) = q(E(r,t) + v x B(r,t)) (force de Lorentz)

Les équations du mouvement, qui déterminent |'évolution temporelle de la posi-
tion de la particule r(t) = (z(t), y(t), 2(t)), sont les équations de Newton. Dans
le régime non-relativiste, celles-ci s'écrivent

dfc’l_it) =Fr(r(t),v(t),t) (2e loi de Newton)

avec
p(t) = mov(t) (quantité de mouvement)

ol mo est la masse au repos de la particule, soit

B(t) = mio [Ex(x(t),t) + 9(t) B (x(t),t) — 2(t) By (r(t), )]

§(t) = mio [By(x(t),t) + 2(t) B (x(t), 1) — &(t) B=(x(1), t)]

£(t) = mio [E=(r(t),t) 4 @(t) By (r(t), t) — 9(t) Bz (x(t), t)]
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L Mouvement d’une particule chargée dans un champ électromagnétique

En I'absence de champ électrique et en présence d'un champ magnétique ho-
mogene B = Bye., la force de Lorentz est, a tout instant, orthogonale a e, et
les équations du mouvement se réduisent a

.. qBo . .. qBo . .

z(t) = —y(t), t)y=——x(t), 2(t)=0

=225, i) = L2, 0
Ces équations admettent comme solution générale

z(t) = zo + Rcos(wet + ¢)
y(t) = yo + Rsin(wet + ¢)
2(t) = zo + vat

avec w. = qBo/mg. La quantité positive |w. est appelée pulsation cy-
clotron. Le mouvement global est la composition d'un MRU dans la direction du
champ magnétique et d'un mouvement circulaire uniforme dans le plan orthogo-
nal au champ magnétique. La trajectoire est une hélice de pas h = v.(27/w.).
Comme le travail de la force magnétique est nul, I'énergie cinétique de la particule
est conservée.

| = l4Bo|
mo
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L Mouvement d’une particule chargée dans un champ électromagnétique

Les équations du mouvement s'écrivent sous forme Lagrangienne
doL 0L _
dt 9q; 0q; o

avec le Lagrangien (dans le régime non-relativiste)

(Qi =Y, Z)

1
L(qlaq’wt) = §m0’l}2 - q[V(I‘, t) - A(I‘, t) : V]

potentiel généralisé

ou V(r,t) et A(r,t) sont les potentiels scalaire et vecteur dont dérive le champ
électromagnétique.

Tout se passe comme si la particule chargée ressentait a chaque instant ¢ le
potentiel q[V(r, t)—A(r,t) -v(t)]. Bien que le lagrangien dépende explicitement
des potentiels électromagnétiques, et donc du choix de la jauge, les équations
du mouvement, elles, n'en dépendent pas. Un changement de jauge correspond
a ajouter au Lagrangien la dérivée totale par rapport au temps d'une fonction.
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L Mouvement d’une particule chargée dans un champ électromagnétique

Les équations du mouvement s'écrivent sous forme Hamiltonienne

dg; _OH  dpi _ _OH
dt — op;’ dt — Ogq

ol p; sont les impulsions canoniquement conjuguées aux coordonnées ¢; (ou
impulsions canoniques)

oL

pi = 75— = mov; + gA; (¢ =,y,2)

qu
Celles-ci doivent étre distinguées des composantes de la quantité de mouvement
(ou impulsions mécaniques) mov; = p; — gA;. L'hamiltonien dans le régime
non-relativiste a pour expression

(p— qA(r, 1))

H =
2mo

+qV(r,t)

ol le premier terme représente I'énergie cinétique K = m0v2/2 de la particule
chargée plongée dans le champ électromagnétique et le second terme son énergie
potentielle (définie & une constante additive prés).
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